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Introduction

La notion de D-groupoide a été introduite par Malgrange dans |?| afin de définir, pour les
équations différentielles non linéaires, un objet qui généralise le groupe de Galois différentiel des
équations linéaires.

L’objet de cette theése est d’adapter la construction de Malgrange aux équations aux g-différences,
et de justifier notre construction en montrant que, pour les équations aux g-différences linéaires, elle
redonne le groupe de Galois.

Contexte

Le D-groupoide de Galois d’un systéme différentiel

Un D-groupoide est, essentiellement, un sous-groupoide du groupoide des germes de difféo-

morphismes locaux d’une variété complexe lisse, défini par un systéme d’équations aux dérivées
partielles.
La définition de D-groupoide de Malgrange, introduite dans [?], est une version moins contraignante
des pseudo-groupes de Lie. Elle permet d’accepter un lieu singulier dans les équations définissant le
D-groupoide, et ainsi de définir une enveloppe, dans un sens & préciser, d’un groupoide ensembliste
de germes de difféomorphismes locaux d’une variété.

Malgrange a développé la notion de D-groupoide afin de définir, pour les équations différentielles
non linéaires, un objet qui généralise le groupe de Galois différentiel des équations différentielles
linéaires.

On considére par exemple un systéme différentiel X’ = F(z, X) défini sur P1C, de taille n et a priori
non linéaire et singulier. On considére ensuite le feuilletage singulier associé. On considére enfin le
groupoide d’holonomie de ce feuilletage, c’est-a-dire le groupoide des germes de difféomorphismes
locaux de P'C x C" qui laissent globalement invariante chaque feuille du feuilletage, c’est-a-dire,
essentiellement, chaque solution de I’équation.

On définit alors le D-groupoide de Galois du systéme différentiel X’ = F(z,X) comme la D-
enveloppe du groupoide d’holonomie, ¢’est-a-dire comme le plus petit D-groupoide sur P'C x C"
contenant les transformations d’holonomie parmi ses solutions.

Les équations de ce D-groupoide sont définies sur P'C x C", ensemble qui inclut les singularités du
feuilletage.

Le D-groupoide de Galois d’un systéme différentiel est donc une enveloppe, de nature algé-
brique et différentielle, d’un objet transcendant qui représente sa dynamique. En ce sens déja, et
par exemple par analogie au théoréme de Schlesinger!, c’est un objet de nature galoisienne.

La définition du D-groupoide de Galois d’une équation différentielle donnée dans [?] est aussi justi-
fiée par le fait que le D-groupoide de Galois d’un systéme différentiel linéaire redonne une description

Le théoreme de Schlesinger assure que le groupe de Galois différentiel d’un systéme différentiel fuchsien est
ladhérence de Zariski d’une réalisation du groupe de monodromie (¢f [?], 5.1.1).



du groupe de Galois différentiel du systéme. La comparaison du D-groupoide de Galois d’un systéme
différentiel linéaire avec la définition tannakienne de son groupe de Galois différentiel est exposée
dans [?], 5.3., et le lien de ce D-groupoide avec 'extension de Picard-Vessiot du systéme est donnée
dans [?], 5.3.

La premiére étape de la preuve de Malgrange consiste & mettre en évidence un majorant pour le
D-groupoide de Galois d’'un systéme différentiel linéaire. C’est le D-groupoide qui rend compte de
la structure linéaire transverse du feuilletage défini par le systéme différentiel linéaire. Cette majo-
ration permet de montrer que les solutions du D-groupoide de Galois qui fixent les transversales du
feuilletage correspondent aux éléments d’un sous-groupe algébrique de GL,(C). De plus, en consi-
dérant les transformations d’holonomie qui fixent les transversales, on obtient comme sous-groupe
de ce groupe algébrique une réalisation du groupe de monodromie du systéme.

La seconde étape de la preuve consiste & montrer que ce groupe algébrique est le groupe de Galois
différentiel du systéme.

Théoréme (Malgrange, |?], 5.3.). Le D-groupoide de Galois d’un systéme différentiel linéaire donne,
en considérant les solutions qui fixent les transversales du feuilletage, le groupe de Galois différentiel.

Un groupe de Galois pour les équations aux ¢-différences linéaires

Les équations aux g-différences sont des équations fonctionnelles du champ analytique complexe.
Elles sont définies & I'aide de 'homographie z — gz, qui agit de fagon discréte et inversible sur la
coordonnée complexe, et que l'on considére comme un opérateur sur les fonctions de la variable
complexe, dans le sens : f(z) — f(gz).

Il existe plusieurs approches différentes pour définir un groupe de Galois pour les équations
aux ¢-différences linéaires. La principale difficulté est que, contrairement au cas différentiel, le corps
des constantes naturel est le corps des fonctions elliptiques, et par conséquent, les espaces vectoriels
de solutions que l'on peut construire pour de tels systémes sont des espaces vectoriels sur le corps
des fonctions elliptiques.

Les premiers travaux pour définir un groupe de Galois pour les équations aux g-différences
ont été effectués par Etingof dans le cas trés particulier des équations aux g-différences réguliéres.
Ensuite, van der Put et Singer ont apporté une définition générale dans [?]. Ils utilisent des solutions
symboliques pour lesquelles le corps des constantes est encore C. Ces solutions permettent de définir
un groupe de Galois a la fois par une théorie & la Picard-Vessiot, et par dualité tannakienne.

Sauloy met en place dans [?| une approche analytique de la théorie de Galois des systémes
aux g-différences fuchsiens.
Cette approche combine la dualité de Tannaka avec la méthode de classification de Birkhoff a ’aide
des données locales en 0 et co, et de la matrice de connexion.

La catégorie tannakienne des systémes aux g-différences fuchsiens locaux décrite dans |?] contient,
comme sous-catégorie essentielle, la catégorie des représentations du groupe Z. Cela permet de dé-
crire son groupe de Galois comme un sous-groupe de ’enveloppe pro-algébrique de Z, et de décrire
des sous-groupes fondamentaux.

Plus qu'un groupe, la famille de foncteurs fibres définis dans [?] met en évidence un groupoide
ensembliste de Galois, dont les fléches sont les isomorphismes tensoriels entre deux foncteurs fibres
de cette famille.

Ensuite, la catégorie tannakienne des systémes aux g-différences fuchsiens (en 0 et en oo) ad-
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met deux plongements respectifs dans les catégories tannakiennes des systémes aux g-différences
localement fuchsiens, respectivement en 0 et oo. Cela permet de donner deux familles de foncteurs
fibres pour la catégorie tannakienne des systémes aux ¢-différences fuchsiens, et par conséquent, un
groupoide ensembliste de Galois global.

Les groupoides ensemblistes de Galois locaux se plongent dans le groupoide ensembliste de Galois
global. Sauloy montre que ces données locales, avec les évaluations des matrices de connexion, en-
gendrent au sens de Zariski le groupoide ensembliste de Galois global. Cela constitue un théoréme
de densité de type Schlesinger. En particulier, on a le théoréme de densité ci-dessous pour le groupe
de Galois global d’un systéme aux g¢-différences fuchsien en 0 et co.

Théoréme (Sauloy, |?], 3.1.2). Pour un systéeme auz q-différences fuchsien, les groupes de Galois
locauz en 0 et oo, combinés avec les évaluations (en dehors d’un lieu singulier) de la matrice de
connezion, engendrent, au sens de Zariski, le groupe de Galois du systéme.

Présentation des résultats

Le premier chapitre de cette thése est consacré a la présentation de la notion de D-groupoide
de Malgrange.
Nous illustrons les définitions des structures introduites sur un exemple de D-groupoide issu du
contexte des équations aux g¢-différences. C’est le D-groupoide des germes de difféomorphismes lo-
caux de P1C x C" de la forme (2, X) — (az, X(z, X)), avec a € C* et X quelconque. C’est un
majorant naturel du D-groupoide de Galois de tout systéme aux g¢-différences.

Dans le second chapitre de cette thése, nous définissons le D-groupoide de Galois d’un systéme
aux g-différences.
On commence par définir, pour un systéme aux ¢-différences, un groupoide ensembliste qui repré-
sente sa dynamique, et qui joue un réle analogue au groupoide d’holonomie du cas différentiel.

Définition (2.2.3). La dynamique d’un systéme auz q-différences non linéaire 0, X = F(z,X) est
le groupoide ensembliste des germes de difféomorphismes locaux de P'C x C" engendré par les
difféeomorphismes locauzx de la forme

(2, X) = (g2, F(2, X))

De facon analogue au cas différentiel, on définit ensuite le D-groupoide de Galois d’un systéme aux
g-différences. C’est ’enveloppe, au sens des D-groupoides, de la dynamique du systéme, c¢’est-a-dire
le plus petit D-groupoide sur P'C x C" contenant les éléments de la dynamique du systéme parmi
ses solutions.

Définition (2.3.1). Le D-groupoide de Galois d’un systéme aux q-différences non linéaire 04X =
F(z,X) est le plus petit D-groupoide sur P'C x C" contenant les éléments de la dynamique du
systéme parmai ses solutions.

Les trois derniers chapitres de cette thése sont consacrés a I'étude du D-groupoide de Galois
d’un systéme aux g¢-différences linéaire.

Dans le troisiéme chapitre, on met en évidence un majorant naturel pour le D-groupoide
de Galois d’un systeme différentiel linéaire. Il rend compte de la forme particuliére commune aux
éléments de la dynamique d’un tel systéme.

Le calcul de ce majorant permet de montrer que le caractére local des solutions du D-groupoide de
Galois d’un tel systéme ne vaut que pour leur composante selon P'C.



Théoréme (3.2.5). Les solutions du D-groupoide de Galois d’un systéme auz g-différences linéaire
sont naturellement définies au voisinage de transversales de P'C x C".

Ce théoréeme permet de définir, en considérant les solutions du D-groupoide de Galois qui fixent les
transversales, un groupe de matrices candidat a redonner le groupe de Galois du systéme.

En revanche, contrairement au cas différentiel, ce groupe n’est pas un groupe algébrique de matrices
constantes, et de plus, comme aucun des éléments non triviaux de la dynamique d’un systéme aux
g-différences ne fixe les transversales de P'C x C", on ne peut donner une interprétation dynamique
immeédiate & aucun élément de ce groupe.

Dans le cas particulier des systémes aux g¢-différences linéaires & coefficients constants, on peut
mettre en évidence un majorant plus fin pour le D-groupoide de Galois d’un tel systéme, et ainsi
montrer que le groupe obtenu est un groupe algébrique de matrices constantes.

L’objet du quatriéme chapitre est donc d’étudier le D-groupoide de Galois d’un systéme
aux g-différences linéaire & coefficients constants.
On calcule explicitement le D-groupoide de Galois d’'un systéme aux g-différences & coefficients
constants 0,X = AX, avec A € GL,(C). Ce D-groupoide dépend du sous-groupe algébrique mo-
nogéne G(J) de GLy4+1(C) engendré par les matrices jacobiennes des éléments de la dynamique du
systéme, & savoir les matrices

. koo
J¥ = diag(q", A¥) = ( Y ) € GLy41(C)

Théoréme (4.2.7). Les solutions du D-groupoide de Galois du systéeme auz q-différences linéaire
a coefficients constants 0,X = AX, avec A € GL,(C), sont les germes des difféomorphismes de
PIC x C" de la forme

(2, X) — (az, BX)

avec diag(a, 3) € G(J).

Théoréme (4.2.9). Le sous-groupe algébrique de GL,(C) obtenu en considérant les solutions du
D-groupoide de Galois de 04X = AX qui fizent les transversales est le groupe G 4 suivant :

Ga={0€ GL,(C) : diag(1,5) € G(J)}

On rappelle ensuite la définition tannakienne et la description de Sauloy du groupe de Galois Gal(A)
du systéme aux g-différences 0, X = AX et on obtient, pour les systémes aux g-différences linéaires
a coefficients constants, le résultat cherché. A savoir :

Théoréme (4.4.2). Le D-groupoide de Galois d’un systéme auzx q-différences linéaire & coefficients
constants redonne, en considérant les solutions qui fixent les transversales de PYC x C", le groupe
de Galois du systéme.

Plus qu’'un groupe, la description de Sauloy met en évidence un groupoide ensembliste de Galois.
On a le résultat plus général suivant :

Théoréme (4.4.1). Pour deux points zg, z1 € C*, les solutions du D-groupoide de Galois Gal(A) du
systéme auz q-différences 0, X = AX qui transforment la transversale {zo} x C" en la transversale
{21} xC™ correspondent exactement auz arétes entre les points base zy et z1 du groupoide ensembliste
de Galois de Sauloy.

Le cinquiéme et dernier chapitre de cette thése concerne 1’étude du lien qui doit exister
entre les D-groupoides de Galois de deux systémes aux g-différences équivalents.



Deux systémes aux g-différences linéaires rationnels sont équivalents si, essentiellement, on peut
transformer 'un en l'autre par un changement linéaire et rationnel de fonction inconnue.

On montre que, en dehors d’un lieu singulier, les dynamiques de deux tels systéme sont conjuguées.
On montre ensuite que cette conjugaison préserve la structure de D-groupoide, et qu’elle permet
donc de transporter des D-groupoides définis en dehors de ce lieu singulier.

En revanche, les D-groupoides de Galois de systémes aux g-différences sont des D-groupoides définis
sur P'C x C" tout entier.

On parvient & montrer que, dans le cas de deux systémes aux g-différences linéaires a coefficients
constants équivalents, la conjugaison des dynamiques transforme les restrictions des D-groupoides
de Galois, et par conséquent conjugue leurs solutions.

Théoréme (5.3.4). Pour deux systémes aux q-différences linéaires a coefficients constants équi-
valents, la conjugaison des dynamiques définit, sur C* x C™, un comorphisme qui conjugue les
restrictions des D-groupoides de Galois. Par conséquent, la conjugaison des dynamiques conjugue
également les solutions des D-groupoides de Galots.

Ce théoréme permet de définir, de fagon analogue a la définition dans |?] d’un groupe de Galois
local, un D-groupoide de Galois local pour un systéme aux g-différences fuchsien. Une réalisation
de ce D-groupoide de Galois local est le D-groupoide de Galois d'un systéme aux g-différences
linéaire & coeflicients constants qui lui est localement équivalent. Le théoréme ci-dessus assure que
les différents choix possibles de réalisation sont compatibles.

On peut également définir directement le D-groupoide de Galois local d’un systéme aux g-différences
fuchsien en 0 comme le plus petit D-groupoide sur C x C" contenant la dynamique parmi ses so-
lutions. Il reste alors & établir un lien direct entre ce D-groupoide et le D-groupoide de Galois
d’un systéme aux g-différences linéaire a coefficients constants localement équivalent au systéme
fuchsien.

Ce résultat permettrait alors de retrouver, parmi les solutions qui fixent les transversales du D-
groupoide de Galois global d’un systéme aux g¢-différences fuchsien en 0 et oo, une partie dense du
groupe de Galois.






Chapitre 1

Les D-groupoides de Malgrange

La notion de D-groupoide a été introduite par Malgrange dans [?] afin de définir, pour les
équations différentielles non-linéaires, un objet qui généralise le groupe de Galois différentiel des
équations linéaires.

Un D-groupoide permet de définir une enveloppe, dans un sens a préciser, d’'un groupoide en-
sembliste de germes de difféomorphismes locaux d’une variété complexe lisse M. Essentiellement,
cette enveloppe est donnée par les relations algébriques et différentielles qui sont vérifiées par les
difféeomorphismes locaux, et qui respectent leur structure de groupoide ensembliste.

La définition de Malgrange de D-groupoide est une version moins contraignante des pseudo-groupes
de Lie : elle permet d’accepter un lieu singulier dans les équations définissant le D-groupoide et de
considérer des situations naturelles ne remplissant pas partout des conditions de régularité.

Je reprends dans ce chapitre la notion de D-groupoide en vue de son utilisation pour défi-
nir un D-groupoide de Galois pour les équations aux g-différences. Cependant, je ne détaillerai pas
toutes les définitions. J'indiquerai les références dans lesquelles elles sont exposées dans un cadre
général et je les spécialiserai ici & la situation que 'on a en vue.

Afin d’illustrer les définitions des structures introduites, je décrirai la structure de D-groupoide
de I'ensemble des germes de diffeomorphismes locaux de PLCxC" de la forme (z, X) + (az, F(z, X)),
pour a € C*. C’est un majorant commun des D-groupoides de Galois des systémes aux g-différences
de taille n.

Dans la rédaction de cette partie, je resterai fidéle & mon cheminement et mon avancement dans
la compréhension des sources étudiées, principalement [?], |?] et [?]. Cela est passé par la découverte
du vocabulaire utilisé pour étudier les systémes différentiels et les théorémes d’existence de solutions.

Un D-groupoide est un type particulier de systéme différentiel. On commencera donc par défi-
nir ces objets qui, en termes précis, seront des D-sous-variétés fermées de la D-variété des jets de
difféeomorphismes locaux de M. On illustrera ces définitions sur des exemples et ’on énoncera les
théorémes d’existence de solutions des systémes différentiels.

Ensuite, on décrira la structure de groupoide ensembliste de I’ensemble des germes de difféomor-
phismes locaux de M et 'on verra comment elle se transporte a la D-variété des jets de difféomor-
phismes locaux de M. Ceci permet de donner une caractérisation naturelle des systémes différentiels
sur M dont '’ensemble des solutions est un groupoide ensembliste.

Le notion de D-groupoide de Malgrange est moins contraignante. On en donnera la définition et
I'on décrira la situation naturelle qu’elle permet de prendre en compte.



1.1 Les systémes différentiels

Dans cette partie, on va considérer les systémes différentiels dans le but de définir et de com-
prendre la notion de D-groupoide de Malgrange. Aussi, on ne les abordera pas en toute généralité.
On ne considérera que les systémes différentiels dont les solutions sont des difféomorphismes locaux
d’une variété.

On commencera par rappeler les structures de variétés analytiques complexes des espaces de
base M que l'on considérera par la suite, par définir la notion de r-jet d’application analytique de
M et par donner une description des espaces de 7-jets de difféomorphismes locaux de M en tant que
variétés analytiques complexes. Ceci permettra d’introduire des notations. En effet, les équations
constituant les systémes différentiels seront représentées par des fonctions réguliéres de ces espaces
de r-jets.

Ensuite, afin de bien définir la notion de systéme différentiel, il faut considérer les différents
espaces de 7-jets au-dessus du méme espace de base M?, c’est-a-dire comme des variétés affines
au-dessus de M?2. Ceci permet de considérer toutes les équations indépendamment de leur ordre et
de les munir de dérivations naturelles; c’est ce que l'on appellera une D-variété.

On définira les notions de solutions pour les systémes différentiels et ’on énoncera les théorémes
d’intégrabilité des systémes différentiels.

1.1.1 Préliminaires
La variété analytique complexe P'C x C" et ses difféomorphismes locaux

Dans [?], [?] et [?], les espaces de base sur lesquels sont définis les D-variétés et les D-groupoides
sont des variétés analytiques complexes lisses, séparées (et connexes). Malgrange considére une
variété analytique complexe dans le sens général d’espace C-analytique défini dans |?].

Cependant, les espaces de base considérés dans les chapitres suivants seront simplement P'C x C™
ou éventuellement un ouvert de P!C x C", pour un entier n € N* fixé. Aussi, on renvoie a [?| pour
la définition générale d’espace C-analytique. On se limitera ici & préciser la structure de variété
analytique complexe de P!C x C" sur laquelle seront définis les D-groupoides de Galois des systémes
aux g-différences de taille n. Ce sera aussi 'occasion de commencer & introduire des notations.

Définition 1.1.1. Un espace annelé M en C-algébres est la donnée d’un espace topologique |M |
muni d’un faisceau structural Opy sur |M| de C-algébres. On note M = (|M|, Opr).

Un morphisme u : M — N d’espaces annelés en C-algébres est la donnée d’une application continue
u: |M| — |N| et d’un morphisme u* : Oy — usOypr de faisceauz sur |[N| de C-algebres. On a noté
ux Oy Uimage directe du faisceau Oy par Uapplication u, c’est-a-dire le faisceau sur |N| défini, pour
V un owvert de |N|, par T'(V,u,Op) = T(u=1(V), Op).

Soit U un ouvert de |M|. On note |U| le sous-ensemble de | M| muni de la topologie induite par celle
de [M]|. Le couple (|U|,(Onm);) est un espace annelé en C-algébres dit induit sur U par Uespace
annelé M.

Exemple 1.1.2. Soit n € N*. La structure de variété analytique complexe de C” est la donnée de
Pespace annelé en C-algébres C™ = (|C"|, O¢n) ou |C"| désigne ’ensemble C™ muni de sa topologie
usuelle de C-espace vectoriel normé et les sections du faisceau structural Ocn sur un ouvert de |C"|
sont les fonctions holomorphes sur cet ouvert.

Exemple 1.1.3. On note Cy la partie de P'C formée des points de coordonnées homogénes (2 : 1)
pour tout z € C, et Co, la partie de P'C formée des points de coordonnées homogénes (1 : z) pour
tout z € C.

Soit n € N*. Par identification avec C**!, on munit les ensembles Cy x C" et Coo x C™ de la structure
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de variété analytique complexe de C**! décrite dans I'exemple 1.1.2 précédent.
La structure de variété analytique complexe de P*C x C™ est obtenue en recollant les espaces annelés
Cp x C™ et Coo x C™ sur l'ouvert (Cyp N Cy) x C™ par 'isomorphisme d’espaces annelés

u: (CpNCyx)xC" — (CoNCyx) xC™ )
(z:1),X1,..., X)) — ((1:27Y),X1,...,X,)

u (OCOXCn)KCOﬂCw)XC” - u*(OCOOXCn)\((COOCoo)XC"
f(Z,Xl,...,Xn) — f(zil,Xl,...,Xn)

Les ouverts de 'espace topologique sous-jacent |P1C x C"| sont donc les sous-ensembles de P1C x C"
dont les intersections respectives avec Cy x C™ et Coo x C™ sont respectivement des ouverts de
|Co x C"| et de |Coo x C™|. Les sections du faisceau structural Opicycn sur un ouvert U de [PXC x C"|
sont donc les fonctions & valeurs dans C définies sur cet ouvert U dont les restrictions respectives
aux ouverts U N (Cy x C™) et U N (Cy x C™) sont respectivement des sections locales des faisceaux
Ocyxcn et Oc xcn, c’est-a-dire des fonctions holomorphes.

Notation 1.1.4. On utilisera les notations

y= (yO,yla“-’yn) = (ZaXla"'aXn) = (Z7X)

pour représenter les coordonnées canoniques globales sur PYC x C™. La coordonnée yy = z représente
les points de Cq et prend la valeur oo pour représenter le point (1,0) € P'C.

Ces quatre types de notations, a savoir y, (Yo, Y1, ---,Yn), (2, X1,...,Xn) et (2, X), représentent un
méme systéme de coordonnées; le choix du type de notations dépendra des besoins de synthése ou
de détail dans la rédaction.

Exemple 1.1.5. Soit U un ouvert de [P!C x C"|. L’espace annelé induit sur U par P!C x C* =
(|PIC x C"|, Opicycn) définit une structure de variété analytique complexe sur U.

Remarque 1.1.6. Les variétés analytiques complexes C x C", P'C x C" et celles définies par les
ouverts de P'C x C™ sont lisses, séparées, connexes, et de dimension n + 1.

Notation 1.1.7. Dans la suite de ce chapitre et dans les suivants, on désignera par n un entier
naturel non nul. On désignera par M = (|M|,Op) la variété analytique compleze P'C x C", ou
bien un ouvert de PLC x C". L’espace topologique sous-jacent |M| sera aussi noté M lorsqu’aucune
confusion ne sera possible.

On appellera carte locale de M la donnée d’un biholomorphisme entre un ouvert de | M| et un ouvert
de |C™H|.

Définition 1.1.8. On appellera difféomorphisme local de M une application g : U — 'V définie entre
deuzx ouverts non vides U et V de M qui, lue dans des cartes locales de M, est un biholomorphisme
entre ouverts de C"T1.

Soit g : U — V un difféomorphisme local de M. Soit a un point de U. On appellera germe au point
a du difféeomorphisme local g, la classe d’équivalence de g parmi les difféomorphismes locaur de M
définis sur un voisinage de a, pour la relation d’équivalence « coincider sur un voisinage de a ».
On notera Aut(M) ’ensemble de tous les germes de difféomorphismes locauz de M.

Exemple 1.1.9. Dans l'introduction de ce chapitre, on propose de préciser la structure de D-
groupoide de I’ensemble de tous les germes des difféomorphismes locaux de P'C x C™* qui, exprimés
a l’aide des coordonnées définies par la notation 1.1.4 ci-dessus, s’écrivent

(2, X) — (az, F(z,X)),
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ou encore
(2, X1,...,Xp) — (az,F(z, X1,...,Xp)),

avec a € C* et F = (F,...,F,) une application holomorphe définie sur un ouvert de C"*! et a
valeurs dans C" (nécessairement) telle que, pour tout point (z, X) = (z, X1, ..., X,,) de son ouvert
de définition, on ait

OB (2 X1, X)L P2 X0, . Xy)
: : € GL,(C).
O (2, X1,  Xn) oo 9B(2, X1, Xn)

Les r-jets de difféomorphismes locaux de M

Pour définir la notion de r-jet d’application holomorphe de M, on reprendra les définitions de
7]

Définition 1.1.10. Soient deur points a,b € M. Soient @, : (M, a) — C*! et ¢y : (M, b) — CF!
deuz cartes locales de M. Soit r € N. On dit que deux applications holomorphes f,g : (M,a) —
(M, b) telles quet f(a) = g(a) = b ont un contact d’ordre > r au point a si les applications @po fop, !
et oy o gop,t ont le méme polynome de Taylor d’ordre r en q(a).

Proposition 1.1.11. Soit r € N. « Avoir un contact d’ordre > r au point a » est une notion
indépendante des cartes choisies pour la définir et c’est une relation d’équivalence sur l’ensemble
des applications holomorphes définies sur un voisinage de a dans M et a valeurs dans M.

Définition 1.1.12. Pour une application holomorphe f : (M,a) — (M,b) telle que f(a) = b, le
jet d’ordre v, ou r-jet, de f de source a et de but b est la classe d’équivalence de f pour la relation
« avoir un contact d’ordre > r au point a » ; on le notera j.(f)p, ou ju(f) car le but est toujours
limage de la source par Uapplication f, ou encore j7(f) lorsqu’il ne sera pas nécessaire de préciser
la source du jet.

Exemple 1.1.13. Soit r € N. Le r-jet d’un difféomorphisme local de M est le r-jet d’une application
holomorphe f : (M,a) — M telle que la différentielle D f(a) est inversible.

Notation 1.1.14. Pour tout r € N, on note |J (M, M)| l’ensemble des r-jets de difféomorphismes
locaux de M.

Les variétés analytiques complexes de r-jets de difféomorphismes locaux de M

Dans cette partie, on va préciser la structure de variété analytique complexe des différents
ensembles |J(M, M)| de r-jets de difféomorphismes locaux de M, pour r € N, et ’on définira des
systémes de coordonnées sur ces variétés.

Proposition 1.1.15. Pour toutr € N, l’ensemble | J (M, M)| des r-jets de difféomorphismes locaux
de M est naturellement muni d’une structure de variété analytique compleze.

Démonstration. Soit r € N. Soient oy : U € M — C" et oy : V.C M — C*! deux cartes locales
de M. On considére le sous-ensemble Y7,y de [J7(M, M)| formé des r-jets de difféomorphismes
locaux de M de source un point de U et de but un point de V. On considére ensuite la bijection

iy Yoy — @uU)xev(V) x GLyy1(C) x COFXPria() 55 i) xpria(r)
. 2 v
Jg(f)b = (‘PU(G)MV(b),%(a)a275(‘1)=~--7gy{(a))

'Pour définir la notion de contact au point a entre deux applications holomorphes f et g définies sur un voisinage
de a, il suffit de pouvoir « lire » f et g dans une méme carte a l’arrivée, ce qui est une condition moins forte que de
demander f(a) = g(a). Cependant, la condition f(a) = g(a) est nécessaire pour avoir un contact au point a.
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ot pp+1(1) est la dimension de I'espace des polynémes homogénes de degré [ a n+1 variables et gl—y’; (a)
représente le p,11(1)-uplet des dérivées partielles d’ordre [ des composantes du difféomorphisme local
@y o fopy" au point i (a).

Les ensembles go}}’v(Tﬁv) sont naturellement munis d’une structure de variété analytique complexe,
en tant qu'ouverts d’une variété analytique complexe CV, pour un certain entier N € N*. On
transporte cette structure sur T}}’V par la bijection ¢f; .

Fixons un recouvrement ¢/ de M par des cartes locales de M. Alors, I'union des sous-ensembles de
|Jy(M, M)| de la forme Yy;,, pour U et V deux ouverts de U, recouvre |J;(M, M)|. De plus, pour
deux couples (U, V) et (U’,V’) d’ouverts de U tels que Y7y, N Yy v # 0, la bijection () to
@1 v+ est un diffeomorphisme entre ouverts de CN. Cela permet de recoller les variétés analytiques
corriplexes Y7y (par les morphismes identité) et d’obtenir une structure de variété analytique
complexe pour |J (M, M)|.

Les ouverts de ’espace topologique sous-jacent |J;*(M, M )| sont les sous-ensembles T de |J;"(M, M)|
tels que pour tout couple (U,V) d’ouverts de U, I'ensemble T N T{,’V est un ouvert de l’espace
topologique T'(’]’V.

Les sections du faisceau structural sur |J; (M, M), que I'on note momentanément O| s« az,ap)|, SUr
un ouvert Y de |J; (M, M)| sont les fonctions a valeurs dans C définies sur cet ouvert Y, et dont
les restrictions a tout ouvert T N T’{]’V sont des sections locales de la variété analytique complexe

Ty O

Notation 1.1.16. Pour tout r € N, on note |J (M, M)| I’ensemble, ou l’espace topologique, selon

le contexte, des r-jets de diffécomorphismes locauxr de M. La structure d’espace topologique est celle
définie dans la preuve de la proposition 1.1.15 ci-dessus.

On oubliera la notation du faisceau des fonctions réguliéres de la variété analytique compleze | J (M, M )|
définie dans la preuve de la proposition 1.1.15 ci-dessus, ce faisceau n’étant pas considéré par la suite.

Notation 1.1.17. On utilisera un systéme de coordonnées globales sur |J¥(M, M )| pour représenter
la source, le but et les dérivés partielles d’ordre < r des r-jets évaluées en le point source.

Comme pour la notation 1.1.4, on utilisera quatre types de notations différents pour le méme systéme
de coordonnées. Le choix du type de notations dépendra des besoins de synthése ou de détail dans la
rédaction.

Les notations sont les suivantes :

- la source :

Yy = (y();yl?"'ay’n) - (Zale"'aXTl) - (ZaX)a
- le but : ) ) B
g: (g();gl?"'agn) = (Zale"'aXn) - (27X)7

- les dérivées partielles d’ordre 1 des r-jets évaluées en le point source :

9z 63 oz
aﬁ_z g)_fl an
7 = X 9x X 8z oz
8@ _ @ _ 8yl _ 0z 0X1 ) 0Xn _ g% 27% 7
Yy \9i/ij=0 SR> ox 9X
,7=0,...,n g i X g 0z 0X
6Xn aXn 8X7L
0z 0X1 T 0Xn
- les dérivées partielles d’ordre 2 a r des r-jets évaluées en le point source :
0%y 0%y;
2- . 1
8y=8y2: ayaoayalz 8yan;z:O,...,n,a:(ozo,...,ozn)6Nn+,|a|:2
0 0yt ... Oyn
02z 0?X;
_ R _ +1 _
- (8,20‘08)(0‘1 5Xo" 5La0g X GXO‘"J_ L...,n,a=(ag,...,a,) € N7 a| =2
1 .- n 1 - n
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(92 0% 975 0K 9PX %X
 \ 0227 020X X2 022 020X 0X?

=2 9"y : nt1
8y:ayr: 8yaoaya1 5,yan;Z:0,...,n,a:(ao,...,an)eN 7’04‘:7«
0z "X, .
= <8ZOZO(9XCV1 aXanvazaoaXal v 6Xan;Z:1""’n’a:(a07"'7an)eNn+1,|Oé|:r>
1 DR n 1 .o oee n
0"z X
B <azaoaxa” Sropyar @ = (a0,0') € N ] = )

On notera aussi § = det(g—g) le jacobien d’un r-jet évalué en le point source.

Exemple 1.1.18. Les coordonnées du r-jet ;% (id) sont

_dy 9%y "y
R A = (Yas Yas Idpi1,0, ..., 0
(v,9, 99 05" ’8yr) (Yas Yas Idnt1 )

ol y, représente les coordonnées du point a € M.
Les coordonnées du r-jet ji [(z, X) — (az, AX)], avec « € C* et A € GL,(C), sont

- 9z 0z a 0
(z,X,E,X,( gf( g§ ),...):(za,Xa,aza,AXa,< 0 A>,0,...,O)
0z 00X

ol (zq, Xg) représente les coordonnées du point a € M.

Les variétés complexes « mixtes » de r-jets de difféomorphismes locaux de M

Soit r € N. Les changements de cartes considérés dans la preuve de la proposition 1.1.15 précé-
dente fixent la source et le but des r-jets, et les composantes des changements de cartes représentant
les dérivées partielles des r-jets dépendent holomorphiquement de la source et du but des r-jets et
polynomialement des dérivées partielles et de 'inverse du jacobien des 7-jets.

Cette précision permet de restreindre la définition de fonction réguliére sur |J; (M, M)| en ne
considérant, parmi les fonctions holomorphes sur |J; (M, M)|, que les fonctions qui, exprimées a
I'aide des coordonnées définies par la notation 1.1.17, dépendent holomorphiquement des coordon-
nées source et but, et polynomialement des coordonnées qui représentent les dérivées partielles et
I'inverse du jacobien des r-jets.

Ces fonctions ont une structure de faisceau de C-algebres sur |J (M, M)|.

Définition 1.1.19. Soit » € N. On note Of]*
sont les fonctions a valeurs dans C définies sur un ouvert de |JX(M, M)| qui, exprimées a l'aide des
coordonnées définies par la notation 1.1.17 ci-dessus, dépendent holomorphiquement des coordonnées
y et g, et polynomialement (ce qui est plus contraignant) des coordonnées 05, 6%, 0y, ... ,0"7.
L’espace annelé JF (M, M)" = (|J} (M, M)|, O/;(M,M)) donne a |J} (M, M)| une structure de variété

complexe que l'on qualifiera de « mixte ».

(v, le Jaisceau sur |JX(M, M)| dont les sections

Définition 1.1.20. Pour tous les entiers r,1 € N, on note |x|/ ™ : [J* (M, M)| — |J3(M, M)| la

projection qui, exprimée a l’aide des coordonnées définies par la notation 1.1.17, consiste a oublier
r+1- T+l . . .

les coordonnées %, el % qui représentent les dérivées partielles d’ordre > r.

Ces projections induisent naturellement des morphismes entre les espaces annelés J¥(M, M)’ cor-

respondants.
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Notation 1.1.21. Par la suite, on considérera les notations 1.1.17 a la fois comme des coordonnées

sur les espaces de r-jets |J (M, M)|, et comme des sections locales des faisceaux O&*(M M)

Exemple 1.1.22. Soit r > 1. Les évaluations des sections g—f{, c’est-a-dire des sections 88721, e 8%(1
en un 7-jet j7 [(z, X) — (az, F(z,X)| donnent 0.

. . s _ 25 . . )
Les évaluations des sections %z —Z et % en ce méme r-jet donnent également 0.

Les sections locales du faisceau O’

s (M, M) sont des fonctions qui, exprimées en coordonnées, sont
de la forme

_ 0y ., 0% oy
(y7y7 8y76 78y27 78yr)

et dépendent holomorphiquement des coordonnées y et 4 et polynomialement des coordonnées
07,0~ 1,0%y,...,0"y. Dans la suite, on appellera ces fonctions « équations » ou « équations aux
dérivées partielles ».

1.1.2 Les systémes différentiels

A priori, un systéme différentiel est la donnée d’un ensemble fini d’équations aux dérivées par-
tielles. Cependant, afin de bien définir cette notion, il faut pouvoir considérer toutes les équations
qu’il engendre, du point de vue de ’algébre différentielle, c’est-a-dire les combinaison algébriques
des équations données et de leurs dérivées.

Il faut donc pouvoir considérer toutes les équations, indépendamment de leur ordre r, comme les
sections d’'un méme faisceau, et les munir des dérivations naturelles. Ceci est I'objet du formalisme
introduit dans cette partie.

Les variétés affines de r-jets de difféomorphismes locaux de M

La notion de variété affine au-dessus de M? va permettre de considérer tous les espaces de r-
jets au-dessus du méme espace de base M? et donc ensuite, de considérer les équations comme les
sections d’un méme faisceau.

Les définitions relatives aux variétés affines au-dessus d’une variété analytique complexe sont
par exemple exposées dans [?], Chap. IV, et sont spécialisées ici aux exemples que 'on a en vue.

Soit » € N. Le faisceau structural (’)f]*( M,M) de la définition 1.1.19 est un faisceau de C-algébres
sur 'espace topologique |J; (M, M)|.
L’espace topologique |Ji(M, M)| s’identifie & M?. Aussi, par image directe, la projection |r|f :

|J*(M, M)| — |M?| permet de considérer la faisceau Of]*(M p) Comme un faisceau sur M2. On pose

Oz vy = (I7[0). O (arany
Par exemple, pour deux ouverts U et V' de M, et avec la notation 1.1.17, la restriction du faisceau
O,y @ Vouvert U X V est :

9y 1 0%y 9"y
(OJ:(M,M))KUXV) = (OM2)|(U><V) @’5 ,aiyz,...,ayT

Les sections du faisceau O Jx(M,M) seront encore appelées « équations » ou « équations aux dérivées
partielles ». En effet, ce sont les mémes fonctions que les sections du faisceau Of]*( M, M) mais elles
. . . . T ’

sont ici munies d’une autre structure de faisceau.

Définition 1.1.23. Soit r € N. La structure de variété affine au-dessus de M? de l’ensemble des r-
jets de difféomorphismes locauz de M est la donnée de l'espace annelé J (M, M) = (|]M?|, Oy ()
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Remarque 1.1.24. Le faisceau O Jz(M,M) coincide avec le faisceau Q2 donc la variété affine
Ji (M, M) des 0-jets de difféomorphismes locaux de M s’identifie naturellement a la variété analy-
tique complexe M?2.

Notation 1.1.25. Pour tous les entiers 7,1 € N, on notera 7/ : (M, M) — JE(M, M) e

T
morphisme dominant de variétés affines au-dessus de M? défini par le morphisme naturel d’inclusion

OJ:(M,M) - OJ;‘H(M,M)-

Définition 1.1.26. On dira, selon [?], Chap. 1V, qu’un faisceau I, d’idéaux de O s M,y est co-
hérent s’il est localement de type fini, c’est-a-dire si pour tout point w € M? il existe un voisinage
ouvert Q de w dans M? et une suite exacte de faisceaus de (O (m,m))j0-modules de la forme

(OJ:(M,M))fQ = (Zr)a—0

avec | € N*.
On dira plus simplement idéal pour faisceau d’idéaux et idéal cohérent pour faisceau cohérent d’idéauz.

D’aprés |?], p.79, pour tout r € N, la O 2-algébre O Jx(M,M) est cohérente au sens usuel, c’est-a-dire
que tout idéal Z, de O« ar) localement de type fini est localement de présentation finie, ce qui
signifie que pour tout point w € M? il existe un voisinage ouvert ) de w dans M? et une suite
exacte de faisceaux de (O j:(as,nr))|o-modules de la forme

(O aan)fa = (Oszuan)ia = (T2 — 0

avec k,l € N*. Aussi, la définition 1.1.26 précédente coincide avec la notion usuelle plus générale de
cohérence.

Définition 1.1.27. On dira, selon [?], 2., qu'un idéal Z, de O jx(pppr) est réduit si pour tout ouvert
Q de M?, et pour toute équation E € T'(, OJ:(M7M)) telle que EF € '(Q,Z,), pour un entier k € N*,
onaFEel'(Q1Z,).

Définition 1.1.28. Un idéal cohérent I, de O jxnpar) définit une sous-variété fermée de la variété
affine Jj(M, M) par la donnée de lespace annelé (|M?|,0 s« ar)/Zr). On notera traditionnelle-
ment Oy, = O ey /Ir et Yy = (|M?|,Oy,).

Un idéal cohérent I, de Ojxnar) sera aussi appelé systeme différentiel d’ordre fini sur M, ou
systeme différentiel sur M, ou encore systéme différentiel d’ordre r.

Proposition 1.1.29 ([?], p.83). La racine d’un idéal cohérent de O j«(arar) est un idéal cohérent
de Oz ().

Remarque 1.1.30. Un faisceau d’idéaux Z, de O «(pr,n) s'interpréte aussi comme un faiceau
d’idéaux de (’)f]:( m, - On notera traditionnellement |Y;| le lieu d’annulation dans |J;*(M, M)| des
sections du faisceau Z,, éventuellement muni de sa topologie induite. On notera C’)g,r le quotient
Of]: (M, M) /Z;. L'espace annelé Y,! = (|Y;|, 0y, ) définit donc une sous-variété fermée de la variété
complexe « mixte » J*(M, M)’

On remarque que la variété analytique complexe Yj et la variété affine Yj sont définies par le méme
espace annelé. On identifiera donc Yj et Yj.

L’interprétation géométrique des variétés affines J¥(M, M) et Y, en tant que variétés complexes
mixtes J¥(M,M)" et Y, est ici artisanale. Le formalisme correct utilisant le foncteur « spectre
analytique » est par exemple présenté dans [?].

Exemple 1.1.31 (que 'on suit tout du long de ce chapitre).
On considére I'idéal cohérent de O s (prexcn, prexcny défini en coordonnées par

Q — %Z§—2322 — EZ%—E 622 822 &
27N\OX "0, 7 TN\OX 70z T 020X 0X2 022
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Il définit une sous-variété fermée de la variété affine J5 (P1C x C", P'C x C") au-dessus de P1C x C™.
Le lieu d’annulation |Qz| de 1'idéal Qy dans |J5(P1C x C*, P1C x C")| est I'ensemble des 2-jets de
difféomorphismes locaux de P'C x C" de coordonnées

_ 9z 0z 0

cxax (g ) = coacs () )00
0z 0X *

avec ( € C, x € C", o € C*, et les * représentent respectivement des points de C", C", GL,,(C) et

(CnXpn+1(2).

L’ensemble |@2| est donc exactement I’ensemble de tous les 2-jets des difféomorphismes locaux de

PI1C x C" de la forme (2, X) — (az, F(z, X)) décrits dans 'exemple 1.1.9.

Notation 1.1.32.

- On notera O e (yar) = MmOy (a1 a1y la limite inductive du systéme inductif de faisceauz sur M?
donné par les faisceaur O g (arar), pour v € N*, et les morphismes naturels d’inclusion O jx (a1 ar) —
OJ:+Z(M7M). C’est un faisceau de C-algeébres sur M?.

- On notera |J*(M, M)| la limite projective du systéme projectif d’ensembles donné par les ensembles
|J*(M, M)|, pour r € N*, et les projections |r|i*t!. L’ensemble |J*(M, M)| coincide avec I’ensemble
des germes de difféomorphismes locaux formels de M, c’est-a-dire, en coordonnées, les éléments
g € Clly — ya]|™™, avec a € M, y, ses coordonnées et g—Z(ya) € GL,(C).

La D-variété (M, J*(M,M), D) des jets de difféomorphismes locaux de M

La notion de D-variété permet de bien définir un systéme différentiel dans le sens ou 1'idéal
d’équations qui le définit est stable par les opérations de ’algébre différentielle.

Les définitions relatives aux D-variétés au-dessus d’une variété analytique complexe lisse sont
par exemple exposées dans [?], 3., et sont spécialisées ici aux exemples que 'on a en vue.

Définition 1.1.33. La D-variété des jets de difféomorphismes locaur de M est la donnée de :

(i) la variété analytique compleze lisse M,

(ii) la variété analytique complexe M? et la projection source (premiére projection) s : M? — M,
(iii) la limite projective du systéeme projectif {J*(M, M), 7'} ens de variétés affines au-dessus de
M?,

(iv) la dérivation naturelle sur O g«arar) = lim Ox(ar,ar) définie, a laide des coordonnées, par
D.E=3",dy;® Dy,.E avec

oF a‘aH‘lg.
Dy, Z > <a\a\y]> ay@.@yaj

J=0 |a|>0 0

La D-variété des jets de difféomorphismes locaux de M sera notée (M, J*(M,M), D).

Les notations pouvant présenter une ambiguité, on précise que dans la définition de D,,.E ci-dessus,
lel loe]+175
les symboles %y Yi et aay 8yy] représentent des coordonnées des espaces de r-jets (notatlons 1.1.17)
(o))
a|0‘\gj
Oy«

et les symboles et représentent des dérivées partielles de la fonction E.

Définition 1.1.34. Soit T un idéal de O j«nary qui est pseudo-cohérent, c’est-a-dire tel que les
idéaur I, = T N Oy sont cohérents, et différentiel, c’est-a-dire stable par les dérivations
partielles D,,. Pour tout r € N, on note |Yy| le lieuw d’annulation de idéal Iy dans |[M?| et Y, =
(1Yol O s (ar,an) [ Zr) -

L’idéal T définit une D-sous-variété fermée de (M, J*(M,M), D) par la donnée de :

(1) la variété analytique complexe M,
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(ii) la sous-variété analytique complexe fermée Yy = (|Yo|, Opr2/Zo) de M? et la restriction de la
projection source s a Yy,

(#ii) la limite projective du systéme projectif {Y},ﬂ}ﬁ“}
données par les faisceaur Oy, = O yxv )/ Lr,

(iv) la dérivation induite sur Oy = lim Oy, par celle de J*(M, M) ; elle est bien définie car l’idéal
T est différentiel.

On qualifiera un idéal pseudo-cohérent et différentiel T de O j«nrar) de réduit si les idéaur I, =
TN O,y sont réduits.

rEN* de variétés affines au-dessus de Yy

Proposition 1.1.35. La racine d’un idéal pseudo-cohérent et différentiel de Oy« (prar) est encore
un 1déal pseudo-cohérent et différentiel de O y«(npar)-

Démonstration. Ce résultat est un lemme classique de Ritt. ]

Définition 1.1.36. Selon la définition usuelle utilisée dans [?] (qui différe de celle de [?]), on
appellera idéal différentiel engendré par un idéal cohérent Z, de O j=(aar), Uidéal (pseudo-cohérent
et différentiel) ' = Uj>opriZ,. Le prolongement priZ, d’ordre | de I, est lidéal de OJ:_'—l(M,M)
engendré par les Dyp0 ... DynZ,., avec (g, ..., an) € Nt et |af < 1.

On appellera idéal différentiel réduit engendré par un idéal cohérent I, de O jx(arary, la racine de
Vidéal différentiel engendré par ’idéal Z,.. On le notera V/I'.

Exemple 1.1.37. Pour calculer le prolongement d’ordre 1 de l'idéal Qs défini dans ’exemple
1.1.31, on calcule les dérivées partielles des générateurs de Qs. On a par exemple :

D.(25; —2) = G2 4 2 %—%—zgzegz
Dx, (23 — 2) = Za?aif ax; € 9
Dz(a{faz}c) aﬁax ¢ Qo
On obtient que
pr1Qas = (Q2,0°%) C Oz (Pr1exen, PiCxCr)
puis que, pour [ > 2,

priQs = <Q2,335, 0%z > C Oz, (Prexen,Picxen)

et enfin que 'idéal différentiel engendré par Qo est I'idéal de O j«(picxcn picxen) :

Q = UpTle = <Q2,32+li;l > 0> = <§; zgz —z,0*z1 > 0>
1>0

Les solutions

On introduit ici la notion de solution pour un idéal d’équations. C’est une notion locale : les
solutions sont des germes de difféomorphismes locaux de M. Les définitions proposées ci-dessous
sont essentiellement reprises de [?], Chap. II et Chap. IV.

On définira cette notion a la fois pour les idéaux cohérents de O« (asar) €t pour les idéaux
pseudo-cohérents et différentiels de O j«(pz,pr). Aussi :

- on considére d’une part un idéal cohérent Z, C O;:(a7ar) qui définit une sous-variété fer-
mée Y, de J¥(M,M). On note |Y;| le lieu d’annulation dans |J;(M, M)| de I'idéal Z,. On note
Io=1I,N (’)JS(M’M) et Yy le lieu d’annulation dans M? de I'idéal Zj.

- on considére d’autre part un idéal pseudo-cohérent et différentiel Z C O j«(p7,31) qui définit une
D-sous-variété fermée Y de J*(M, M). On note encore (et volontairement) Z, = TN O yxarar), |Yr|
le lieu d’annulation dans |J7 (M, M)| de lidéal Z,, Zo = Z N Oz arm) €t Yo le lieu & annulatlon

dans M? de Iidéal Zy.
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Définition 1.1.38. Soit (a,b) un point de Yy. Un germe en (a,b) de solution dite analytique, selon
[?], ou convergente, selon [?], de I, (resp. I) est la donnée d’un difféomorphisme local g : (M, a) —
(M,b) de M tel que pour toute équation E de la fibre (Z})(&b) (resp. de la fibre Z(4)), la fonction
définie en coordonnées par

dg

EmyHEmmwgymmﬂ@@»

-1 O
’ayz

d"g
b) 8yr

), (v))

est nulle sur un voisinage de a dans M.
L’ensemble des solutions convergentes de I, (resp. I) sera noté sol(Z,) (resp. sol(T)).

Remarque 1.1.39.

Pour toute équation £ de la fibre Z(, 4, et tout diffeomorphisme local g : (M, a) — (M,b), on a, en
coordonnées, (D;.E).g = B%Z(Eg) Ceci justifie la définition 1.1.33 des dérivations D; et assure que
I'idéal Z, et I'idéal différentiel engendré par Z, ont méme ensemble de solutions convergentes.

Exemple 1.1.40.
- L’ensemble des solutions convergentes de l'idéal nul (0) de Oarap) (resp. de Og«arar)) est
sol(0) = Aut(M), I'ensemble des germes de difféomorphismes locaux de M.

- L’ensemble des solutions de l'idéal Qo défini dans ’exemple 1.1.31 est l’ensemble de tous les
germes des difféeomorphismes locaux de M de la forme (z, X) — (az, F(z, X)).
En effet, soit

g:(z,X)— (G1(2,X),Ga(z, X))

une solution convergente de Q.
La définition de solution assure que

0z 0Gq

= g =[5 %)~ T2z X)

0 0X

donc G est une fonction qui ne dépend que de z, pas de X.

Ensuite,
0%z 0%Gq

0="5g=[(:%)— 2]

donc la fonction G est une fonction affine de la forme z — az + 3 avec a € C* et § € C.

Enfin, oz
0— (2872 —2).9=[(2,X)— za— (az + [)]
donc =0 et

Gi(z,X) = az

Les équations de Qo ne donnent aucune condition sur la fonction Gs.

- L’idéal différentiel Q" engendré par Qs décrit dans I'exemple 1.1.37 a le méme ensemble de solu-
tions convergentes que 'idéal Qs, & savoir ’ensemble de tous les germes des difféomorphismes locaux
de M de la forme (z, X) +— (az, F(z,X)). En effet, les générateurs 0>z, pour [ > 1, de Q' sont
obtenus par dérivation(s) des générateurs 92z de Q. Aussi, d’aprés la remarque 1.1.39 précédente,
ils ne donnent pas de nouvelle condition sur les solutions.

Remarque 1.1.41. Dans [?]| et |?], les deux définitions (équivalentes) de solution convergente
pour l'idéal différentiel Z, toutes deux équivalentes & la définition 1.1.38 donnée ci-dessus, sont les
suivantes :

- Soit (a,b) un point de Yp. Un germe en (a,b) de solution convergente de Z est un germe en a
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de section holomorphe & de la projection |Y| — |M]|, c’est-a-dire une collection de germes en a de
sections &" des projections |Y"| — |M|, définies sur un voisinage fixe de a, avec 6%(a) = (a,b) et
qui soit tangente aux champs de vecteurs D;.

L’équivalence de cette définition avec celle que 'on donne en 1.1.38 s’obtient en posant, en coor-
données, 7" (y) = (y,9(y), g—g(y), el %(y)), ce qui est bien défini, et donc en particulier 5°(y) =
(v, 9(y))-

- Soit (a,b) un point de Yy. Un germe en (a,b) de solution convergente de Z est la donnée d’un
morphisme u : Oy, — Opm,q de C-algebres qui est l'identité sur Oprq <= Oy, (o p) €t tel que, en
coordonnées, uD; = (%_u, avec a%i la dérivée partielle usuelle sur M par rapport a la coordonnée
Yi-

L’équivalence de cette définition avec celle que 'on donne en 1.1.38 s’obtient en posant u(FE) =
E.g =1y~ E(y,9(y), g—g(y), ...)], ce qui est bien défini, et donc en particulier, en coordonnées,

w(yi) = gi-
Définition 1.1.42. Soit (a,b) un point de Yy. Un germe en (a,b) de solution formelle de I, (resp.

T) est, en coordonnées, la donnée d’un élément g € C[[ly—a]]" ™, avecy—a = (yo—ao, - - -, Yn—an),
tel que pour toute équation E de la fibre (Ir)(mb) (resp. de la fibre I (o)), l'élément

2
B, 9(0)s g0, det (52 () 55w 5 20)

de Clly — a]] est nul.
L’ensemble des solutions formelles de I, (resp. de I) sera noté sol( r) (resp. sol( ).

Remarque 1.1.43. Pour toute équation E de la fibre Z(,4), et tout élément g € Cl[y — a]]"

tel que g(a) = b, on a, (D;.E).g = %(Eg) Ceci justifie encore la définition 1.1.33 des dérivations
D; et assure que l'idéal Z, et I'idéal différentiel engendré par Z, ont méme ensemble de solutions
formelles.

Exemple 1.1.44.

- Les solutions convergentes de Z, (resp. Z) sont des solutions formelles de Z, (resp. 7).

- L’ensemble des solutions formelles de l'idéal nul (0) de Z, (resp. Z) est s/\ol(O) = |J*(M,M)|, la
limite projective des ensembles |J¥(M, M)| de r-jets de difféomorphismes locaux de M.

- L’ensemble des solutions formelles sol (Q2) de l'idéal Qg est 'ensemble de tous les jets des difféo-
morphismes locaux formels de M de la forme (z, X) — (az, F(z, X)).

- D’aprés la remarque 1.1.43, I'idéal différentiel Q" a le méme ensemble de solutions formelles .S/O\Z(Q, )

que lidéal Qs : c’est 'ensemble de tous les jets des difféomorphismes locaux formels de M de la
forme (z, X) — (az, F(z,X)).

Remarque 1.1.45. Dans [?] et [?], les deux définitions (équivalentes) de solution formelle pour
I'idéal différentiel Z, toutes deux équivalentes & la définition 1.1.42 donnée ci-dessus, sont les sui-
vantes :

- Soit (a, b) un point de Yp. Un germe en (a, b) de solution formelle de Z est un point (a, b, 5, 52,...)
de Y.

L’équivalence de cette définition avec celle que ’on donne en 1.1.42 s’obtient en posant

(a,b, 8", 82,...) = (a,9(a), 2(a), 54 (a), ..).

- Soit (a,b) un point de Yp. Un germe en (a,b) de solution formelle de 7 est la donnée d’un mor-
phisme u : Oy;(q, b) — @Ma de C-algebres qui est Iidentité sur Oy, et tel que, en coordonnées,
uD; = 88 U, avec 8 la dérivée partielles usuelle sur M par rapport & la coordonnée ;.

L’ equlvalence de cette définition avec celle que I'on donne en 1.1.42 s’obtient en posant u(E) =
E.g = E(y,g(y), 2 o I(y),...) € C[ly — al]], ce qui est bien défini, et donc en particulier, en coordon-

nées, u(y;) = g;-
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Définition 1.1.46. Soit (a,b) un point de Yy. Un germe en (a,b) de solution formelle d’ordre r de
Z, est le r-jet d’un difféomorphisme local g : (M,a) — (M,b) tel que pour toute équation E de la
fibre (IT)(a7b), le r-jet de la fonction E.g est nul. De fagon équivalente, c’est aussi un point de |Y;|

au-dessus de (a,b). En effet, le r-jet au point a de la fonction E(y, g(y), g—z(y), ...) ne dépend que

du r-jet au point a de Uapplication g. e

L’ensemble des solutions formelles d’ordre r de I, sera noté sol,(Z,).

Pour les solutions formelles d’ordre r, on n’utilisera pas la terminologie de jet d’ordre r de solution
également proposée dans [?] et [?] afin d’éviter des confusions possibles.

Exemple 1.1.47.

- Les solutions formelles d’ordre 2 de Qg correspondent au lieu d’annulation |Q2| de I'idéal Qa dans
|J3(P1C x C™, P'C x C")|. Il est décrit dans I'exemple 1.1.31. Cest exactement I’ensemble de tous
les 2-jets de difféomorphismes locaux de P!C x C" de la forme (z, X) — (az, F(z, X)).

- On considére l'idéal cohérent de O s (picxcn, piexcn) défini en coordonnées par

g, — (9% 0z _ 0%
2= \ox"%0: T o2/

On peut vérifier que s/o\l(Qz) = S/O\Z(QQ) et sol(Qz) = s0l(Qsz). Par contre, on a 'inclusion stricte
s50la(Qs) C sola(Qs). En effet, les coordonnées 9%z des éléments de sola(Qs) sont nulles alors que
parmi les coordonnées 9%z des éléments de solo(Qz), seule la coordonnée % doit étre nulle. Par

exemple, le 2-jet j(2C7x)[(Z’ X) — (az+82X;, F(z,X))], pour a € C*, 3 € C, est une solution formelle

d’ordre 2 de Q,. 11 faut 8 = 0 pour que ce soit une solution formelle d’ordre 2 de Q.

1.1.3 Intégrabilité des systémes différentiels

Dans cette partie, on cherche, sur des exemples simples, a motiver les questions d’intégrabilité
des systémes différentiels et comprendre le contenu des résultats qui sont exposés dans [?]|. Cet
exposé restera approximatif dans le sens suivant : on évoquera sans la définir précisément la notion
de systéme différentiel involutif, qui donne des conditions suffisantes d’intégrabilité pour les systémes
différentiels.

Les systémes différentiels involutifs

La résolution d’un systeme différentiel d’ordre fini Z, C Ojx(ar,ar) ne se limite pas toujours a
résoudre les équations de Z, et de ses prolongements dans les différents espaces de jets |J), (M, M)|.
En effet, un prolongement pr;Z, peut contenir des équations d’ordre r n’appartenant pas & Z,- et donc
donner des contraintes supplémentaires sur les r-jets des solutions de Z,.. Ceci interdit de considérer
les solutions formelles d’ordre r de Z,, comme des r-jets de solutions formelles (ou convergentes) de
Z.

Exemple 1.1.48. Le prolongement pr; Qs contient les équations 88)2(22 et %, équations qui

ne sont pas dans Qs. Ces équations sont obtenues par dérivation du générateur g—f}. Aussi, les

solutions formellesNd’ordre 2 de Q5 ne sont pas nécessairement les 2-jets de solutions formelles (ou
convergentes) de Qq. Par exemple, le 2-jet j(2C X)[(Z,X) — (az + zX, F(z,X))], pour a € C*,
B € C, est une solution formelle d’ordre 2 de Q. Il faut S = 0 pour que ce soit le 2-jet d’une

solution convergente de Qg.

Définition 1.1.49. Soit Z, C Ojxnar) un idéal cohérent d’ordre r qui définit une sous-variété
fermée Y, de J;(M, M). On note Y,y la sous-variété fermée de J (M, M) définie par le prolon-
gement priZ,.
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On dira que I, est formellement intégrable a l'ordre 1 si la projection |Yr41| — |Yr| est surjective.
On dira que Z, est formellement intégrable si les projections |Y,yi41| — |Yry1|, pour tout I > 0, sont
surjectives.

Exemple 1.1.50.
- D’aprés les calculs des prolongements de Qs de 'exemple 1.1.37, les solutions formelles d’ordre
2 4+ [ du prolongement pr;Qs sont de la forme

9z 0z _
(Z7X72’X?( (90)% g§ >’822162‘}(7"'):(C?X’aé.7*7<a 0)707*7""07*)
B ox xox

donc I'idéal Qs est formellement intégrable.

- 3. a3s
- Le prolongement prq Qs est engendré par les générateurs Qs et les mondémes %, % donc, étant
donné les calculs de exemple 1.1.47, le 2-jet j(2C X)[(z, X) — (az+ 02X, F(z,X))], pour 8 # 0, n’est

la projection d’aucune solution formelle d’ordre 3 de pr; QQ. L’idéal QQ n’est donc pas formellement
intégrable & 'ordre 1.

Un idéal cohérent Z,, C O jx(as,pr) n'est pas nécessairement formellement intégrable. Ses prolon-
gements a tous les ordres peuvent contenir des obstructions (« cachées dans Z,. ») a son intégrabilité.
Aussi, vérifier si un systéme différentiel d’ordre fini est formellement intégrable demande a prior:
un nombre infini de tests.

La notion d’involutivité donne des conditions (en nombre fini) sur un systéme différentiel d’ordre
fini pour qu’il ait de bonnes propriétés d’intégrabilité formelle. C’est essentiellement le théoréme de
Goldschmidt énoncé ci-dessous. Cependant, on ne précisera pas ici la définition de r-involutivité, et
donc on ne précisera pas non plus ’énoncé exact du théoréme de Goldschmidt. On se souviendra
seulement de la version approximative suivante :

Théoréme 1.1.51 (de Goldschmidt). Soit Z,. un systéme différentiel r-involutif. Alors, d’une part,
il est formellement intégrable, c’est-a-dire que toute solution formelle d’ordre r de I, est le r-jet
d’une solution formelle de I, et d’autre part, tout prolongement priZ., pour |l € N*, de Z,, est un
systeme différentiel (r + 1)-involutif.

Ensuite, le théoréme de Cartan-Kéhler assure 'existence de solutions convergentes pour les
systémes différentiels involutifs.

Théoréme 1.1.52 (de Cartan-Kéhler). Soit Z, un systéme différentiel r-involutif. Alors, toute
solution formelle d’ordre v de I, est le r-jet d’une solution convergente de Z,.

Involutivité générique des systémes différentiels

Tout systéme différentiel d’ordre fini n’est pas nécessairement un systéme différentiel involutif.
C’est par exemple le cas de Qy. Le théoreme d’involutivité générique de Malgrange, énoncé dans [?]
p- 64, assure que tout systéme différentiel d’ordre fini est, génériquement, équivalent & un systéme
différentiel involutif, c’est-a-dire qu’il a le méme ensemble de solutions qu’un systéme différentiel
involutif.

Les exemples suivants montrent, pour le premier, la nécessité de prolonger un systéme diffé-
rentiel pour obtenir un systéme différentiel formellement intégrable, et pour le second, que par ce
procédé, on peut espérer obtenir un systéme formellement intégrable seulement en dehors d’un lieu
singulier.

Exemple 1.1.53. D’aprés Uexemple 1.1.50, le systéme différentiel d’ordre fini Qs n’est pas formel-
lement intégrable, ne serait-ce qu’a ’ordre 1. Cependant, le prolongement pri; Qo contient le systéme
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formellement intégrable Qs. On a méme 1'égalité pri Qs N O J3(mm) = Q2. Les deux systémes diffé-

rentiels d’ordre finis Qs et Qs engendrent le méme idéal différentiel Q' donc, d’aprés la remarque
1.1.39, ils ont les mémes solutions.

Exemple 1.1.54. Considérons le systéme différentiel d’ordre 1, pour simplifier sur P'C, défini par
S = <z% — Z). Ses solutions formelles d’ordre 1 sont de la forme (¢, a¢, ).

Le prolongement d’ordre 1 de ce systéme est priS; = <z% — Z,z%>. Les solutions formelles

d’ordre 2 de pr1S; sont donc de la forme (¢, a¢, «,0) si  # 0, ou (0,0, «, 3). Le systéme différentiel
S1 est donc formellement intégrable a 'ordre 1.

> 25 25 35 .
Par contre, le prolongement d’ordre 2 de 81 est proS; = <z% —Z, z%, % + z%>. Les solutions

formelles d’ordre 3 de praS; sont donc de la forme (¢, a(,«,0,0) si ¢ # 0, ou (0,0,,0,73). Le
systéme différentiel S; n’est donc pas formellement intégrable en ¢ = 0.
Le prolongement d’ordre [ de Sy est priS; = <z% - 2,2%, (r— 1)% + z%; 1<r< l>. Les

solutions formelles d’ordre (1 + 1) de pr;S; en ¢ # 0 sont donc de la forme (¢, a¢,,0,...,0). Le
systéme différentiel S; est donc formellement intégrable hors de ¢ = 0.

Dans les énoncés qui suivent, tous les idéaux pseudo-cohérents et différentiels seront supposés
réduits. Ceci ne change pas les solutions formelles ou convergentes du systéme, mais c¢’est seulement
dans ce cadre qu’il y a de bons théorémes de finitude.

Le théoréme de finitude de Malgrange est obtenu dans [?| en méme temps que le théoréme d’in-
volutivité générique. C’est un analogue dans le cadre analytique du théoréme de Ritt-Radenbush,
qui assure que tout idéal pseudo-cohérent, différentiel et réduit de O j«(pz,ar) est engendré par un
idéal cohérent d’ordre fini. Par contre, ces théorémes ne donnent aucune condition d’involutivité sur
I'idéal générateur.

Théoréme 1.1.55 (de finitude, [?] p.61). Soit Z! une suite d’idéaux pseudo-cohérents, différen-
tiels et réduits de O y«(prpry- Alors, sur tout ouvert relativement compact de M?, la suite T' est
stationnaire.

Corollaire 1.1.56 ([?| p.62). En particulier, pour un idéal pseudo-cohérent, différentiel et réduit T
de O +(n,ar) €t pour tout ouvert relativement compact U de M, il existe un entier ro € N* tel que
Ty est lidéal différentiel réduit engendré par (Iro)lUg =ZLiy2N OJ:O(U7U).

Exemple 1.1.57. L’exemple 1.1.53 montre que l'idéal différentiel Q' admet plusieurs systémes
différentiels générateurs d’ordre fini, Qy et Q,. Cependant, le second n’est pas formellement inté-
grable.

Dans cet exemple, on ne se demande pas si I'idéal Q' est réduit.

On retiendra du théoréme d’involutivité générique de Malgrange que, sur tout ouvert relative-
ment compact, et quitte & enlever un lieu singulier, tout idéal pseudo-cohérent, différentiel et réduit
est engendré par un systéme différentiel d’ordre fini involutif.

Théoréme 1.1.58 (d’involutivité générique). Soit T un systéme différentiel réduit sur M. Soit U
un ouvert relativement compact de |M|. On note Y la D-sous-variété fermée de J*(U,U) définie
par la restriction Iy xy)- Alors, il eviste un entier ro > 0 et une sous-variété fermée Z, de Y|
de codimension > 1 tels que, en désignant par Z, l'image réciproque par la projection de Z,, dans
|Y.|, on ait :

- le systeme différentiel I)yxqry est le systeme différentiel engendré par (Z,) |(U x U),

- le systeme différentiel (Z,,) |(U x U) est ro-involutif hors de Z,,,

- pour tout r > 1g, l’ensemble |Y,| \ Z, est dense dans |Y,|.
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Exemple 1.1.59.

- L’exemple 1.1.54 montre que 'idéal différentiel engendré par S; est, en dehors de la singularité
¢ = 0, engendré par le systéme différentiel formellement intégrable S;.

Dans cet exemple, on ne se demande pas si le systéme différentiel engendré par S; est réduit.

- L’exemple 1.1.53 montre que I'idéal différenticl Q' engendré par Qs est aussi engendré par le
systéme différentiel formellement intégrable Q.

Dans cet exemple, on ne se demande pas si I'idéal Q' est réduit.

1.2 Les D-groupoides

Un D-groupoide est, essentiellement, un idéal différentiel dont I’ensemble des germes de solu-
tions forme un groupoide ensembliste.

On commencera par décrire la structure de groupoide de 'ensemble Aut(M) des germes de
difféeomorphismes locaux de M. Cette structure induit des structures de groupoides sur les en-
sembles |J*(M, M)| de r-jets de difféeomorphismes locaux de M. Ces structures sont compatibles
avec les projections et définissent donc une structure de groupoide sur |J*(M, M)|.

Ces structures se traduisent sur les faisceaux d’équations Oy« ar) et permettent de caractéri-
ser les systémes différentiels d’ordre r sur M dont les solutions forment un groupoide. Ceci permet
ensuite de donner une définition naturelle de systémes différentiels sur M, que l'on appellera D-
groupoides stricts sur M, dont I'ensemble des solutions est un sous-groupoide de Aut(M).

Cependant, d’aprés [?], cette derniére définition est en pratique trop restrictive. La notion de
D-groupoide de Malgrange, développée dans [?], permet d’accepter un lieu singulier. On donnera
cette définition et ’on décrira la situation naturelle qu’elle permet de prendre en compte.

1.2.1 Les groupoides ensemblistes

On rappelle qu’un groupoide est, en toute généralité, une petite catégorie (les objets forment
un ensemble) dans laquelle toutes les fleches sont inversibles.

Dans cette partie, on va préciser la structure de groupoide des ensembles Aut(M), |J¥ (M, M)|
et |J*(M, M)|. Les éléments de chacun de ces ensembles représentent les fleches (inversibles) d’une
catégorie dont les objets sont les points de M.

Définition 1.2.1. On appellera groupoide ensembliste sur M un groupoide dont les objets sont les
points de M, c’est-a-dire une petite catégorie dont les objets sont les points de M et dont toutes les
fleches sont inversibles.

Les ensembles Aut(M), |J(M,M)| et |J*(M, M)| définissent des groupoides ensemblistes sur
M en considérant les éléments de ces ensembles comme les fleches des groupoides. Cependant, pour
bien définir ces structures, il faut préciser, pour chacun de ces ensembles, quels sont la source et le
but de chaque fleche, quelle est la loi de composition sur les fleches, quelles sont les fleches identités,
et il faut montrer que chaque fléche est inversible.

Exemple 1.2.2. La structure de groupoide ensembliste sur M de ’ensemble Aut(M) des germes
de difféeomorphismes locauxr de M est la donnée des applications suivantes :
- la projection source :

S Aut(M) — |M|
[f:(M,a) — (M, f(a))] — a
- la projection but :
t: Aut(M — |M]

[f + (M, a) — (M, f(a))] — f(a)
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- la composition, définie sur l'ensemble Aut(M) x| Aut(M) constitué des couples (f, g) de germes
tels que t(f) = s(g) -

c: Aut(M) XM Aut(M) — Aut(M)
[f: (M,a) — (M, f(a)] , lg:(M,b) = (M, g(b))] — [gof:(Ma)—(Mgo f(a))
- lidentité :
e: |M| — Aut(M)
a +— [id:(M,a)— (M,a)]

- Utnversion :

i: Aut(M) — Aut(M)
[f : (M,a) = (M, f(a))] ~— [f':(M, f(a))— (M,a)]

Les projections naturelles Aut(M) — |J¥(M, M)|, pour r € N, permettent de transporter la struc-
ture de groupoide ensembliste de Aut(M) sur les ensembles |J; (M, M)].

Exemple 1.2.3. Soit r € N. La structure de groupoide ensembliste de l’ensemble |J¥(M, M)| des
r-jets de difféomorphismes locauz de M est la donnée des applications suivantes (décrites a la fois
par leur action sur les r-jets et a l’aide des coordonnées définies en 1.1.17) :

- la projection source :

5 |J*(MM| — |M]|
( b oa
(y7@7,%§,~-7 5o~y
- la projection but :
t: (M, M) — |M]
Jalfls = b
W0 a5 —

- la composition, définie sur l’ensemble |J; (M, M)|xpp|J; (M, M)| constitué des couples (5" (f),5"(g))
de r-jets tels que t(57(f)) = s(3"(g)) :

c: |J3 (M, M))| X M| | T (M, M))| — [ (M, M)
Jalfo J@e = Jalgefle
(%yaaya---:ay%{) ) (ggaya -yagg) = (y, gaaZaZy---)
- Uidentité :
e:r [M| — [JJ(M,M)|

a +— ji(id)

y = (y7y7jdn+1707"'a0)
- Uinversion :

P RO~ (M)
FATE T
(y7g7aiz"") = (g’y7(6ig)_l"")
Les projections Aut(M) — |J*(M,M)|, pour r € N, étant compatibles avec les projections |m|iT* :

|5y (M, M)| — |J:(M, M)|, les différentes structures de groupoides ensemblistes des ensembles
|J¥(M, M)| définissent une structure de groupoide ensembliste sur I’ensemble limite |J*(M, M)|.

Exemple 1.2.4. La structure de groupoide ensembliste de l’ensemble |J*(M,M)| des difféomor-
phismes locaux formels de M est la donnée des applications suivantes (décrites sur les points de
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|5 (M, M)|) -
- la projection source :
5 (M, M)| —  |M]
(a,b,8Y,5%...) — a
- la projection but :
t: [J*(M, M)| — [M]
(a,b,34,8%,...) — b
- la composition, définie sur l'ensemble |J*(M, M)| X g [J*(M, M)| constitué des couples (f,g) de
difféomorphismes locaux formels de M tels que t(f) = s(g) :

ci MM Xy [JYM M) = (M, M)

(a7b’ﬁ1’/827"') b (b7c7717727"') = (a7c771ﬁ17"')
- Uidentité :
e: [M| — [J"(M,M)]
a +— (a,a,Idy41,0,0,...)
- Utnversion :

i: |J*(M,M)| — |J*(M, M)
(a,b,8',3%,...) — (ba,(BY)7,..)

Définition 1.2.5. Soit G un groupoide ensembliste sur M. On appellera sous-groupoide ensembliste
de G la donnée d’un sous-ensemble H de l’ensemble des fleches de G, tel que :
(i) le sous-ensemble H est stable pour la composition des fléches dont le but de la premiére correspond
a la source de la seconde,
(i1) toutes les fleches identité de G sont dans H,
(1ii) le sous-ensemble H est stable pour l'inversion des fléches.

La donnée d’un sous-groupoide ensembliste de G définit donc encore un groupoide ensembliste sur
M.

Exemple 1.2.6. L’ensemble sol(Q’) des solutions convergentes de 'idéal différentiel Q’, qui est
calculé dans 'exemple 1.1.40 et qui est constitué des germes de difféomorphismes locaux de P'CxC"
de la forme (z, X) — (az, F(z, X)), définit un sous-groupoide ensembliste de Aut(M). En effet,

- tous les germes de 'application identité de M ont cette forme, avec « = 1 et F((z, X) = X, et sont
donc des solutions de @/,

-onacl(z,X)— (a2, Fi(z, X)), (2, X) — (aez, Fa(2,X))] = (2, X) — (a1 z, Fa(a12, Fi(2, X)),
- et i[(z,X) — (az, F(2,X)] = (2, X) — (" '2,G(z, X)), pour une certaine application G.

Exemple 1.2.7. L’ensemble |Q2| = s/o\lg(Qg) des solutions formelles d’ordre 2 du systéme diffé-
rentiel Qo, qui est calculé dans I'exemple 1.1.31 et qui est constitué des 2-jets de difféomorphismes
locaux de la forme (z, X) — (az, F(z,X)), définit un sous-groupoide ensembliste de |.J5 (M, M)|.
Ceci peut étre vérifié par le calcul mais vient également du fait que ce sont exactement les 2-jets des
éléments de sol(Q') qui définit, d’apres Pexemple 1.2.6 précédent, un sous-groupoide ensembliste de
Aut(M).

Exemple 1.2.8. On vérifie, comme dans l'exemple 1.2.6, que I’ensemble s/o\l(Q’ ) des solutions
formelles de 'idéal différentiel Q’, qui est décrit dans I'exemple 1.1.44 et qui est constitué des germes
de difféomorphismes locaux formels de P1C x C" de la forme (z,X) — (az, F(z, X)), définit un
sous-groupoide ensembliste de |J*(M, M)|.

Propriété 1.2.9. Soit G l’ensemble des fleches d’un groupoide ensembliste sur M. Toute intersec-
tion de sous-groupoides ensemblistes de G définit encore un sous-groupoide ensembliste de G.
On peut donc parler du groupoide ensembliste sur M engendré par un sous-ensemble (quelconque)

de G.

Démonstration. On le vérifie facilement. O
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1.2.2 Les groupoides d’ordre fini

Soit un entier r € N fixé. On va préciser la structure induite sur O j:(p7,ar) par la structure de

groupoide ensembliste de |J*(M, M)|. Cette structure est un analogue, dans le cadre des groupoides,
de la structure d’algébre de Hopf induite par un groupe algébrique sur son algébre affine. Ici cepen-
dant, il faut tenir compte de la condition de compatibilité que ’'on demande pour la composition
de deux 7-jets.
Ensuite, on va donner une caractérisation des systémes différentiels d’ordre r sur M dont les en-
sembles de solutions forment un groupoide ensembliste sur M. La encore, c’est un analogue, dans le
cadre des groupoides, de la caractérisation des idéaux de I'algébre de Hopf d’un groupe algébrique
qui définissent un sous-groupe algébrique.

Prélude : les groupes algébriques affines complexes

Le but de cette partie est de préciser, dans le cadre des groupes algébriques affines complexes,
la structure induite par un groupe algébrique sur ’algébre affine de la variété algébrique sous-jacente.

Les définitions et propriétés énoncées dans cette partie sont reprises de |?]| et ne seront pas
toujours justifiées.

Définition 1.2.10. Nous appellerons variété algébrique affine complexe le lieu d’annulation V dans
un espace affine C" d’un idéal radiciel I de C[T1,...,T,] (c’est-a-dire un idéal égal G son radical :
I= \ﬁ) Nous noterons C[V], et nous appellerons algébre affine de V', la C-algébre réduite de type
fini C[V] =Cl[Th,...,T,]/I.

Un morphisme de variétés algébriques affines complexes p : V. C C" — W C CP est une application
de la forme (t1,...,tn) — (©1(t1,...,tn), .., @p(t1,...,tn)), avec @1,...,0, € C[V]. On appelle
comorphisme associé a ¢ le morphisme de C-algébres ¢* : C[W] — C[V] défini par P +— P o .

Remarque 1.2.11. Le lieu d’annulation dans C" d’un ensemble de polynomes de C[T1,...,T,]
coincide avec le lieu d’annulation de I’idéal radiciel qu’ils engendrent, et définit donc une variété
algébrique affine complexe.

Cependant, grace au théoréme des zéros de Hilbert, la définition 1.2.10 ci-dessus induit une équiva-
lence de catégories entre la catégorie des variétés algébriques affines complexes et la catégorie des
C-algébres réduites de type fini.

En particulier, toute C-algébre réduite de type fini provient d’une variété algébrique affine complexe
plongée dans un espace affine C™. Plusieurs plongements sont possibles. On s’autorisera donc & par-
ler de variété algébrique affine complexe, et méme de C-algébre réduite de type fini, & isomorphisme
pres.

Définition 1.2.12. Soient V. C C" et W C CP deuz variétés algébriques affines complexes. On
note C[V] et C[W] leurs algébres affines respectives. Le produit cartésien V- x W est naturellement
muni d’une structure de variété algébrique affine complexe plongée dans C"*P (cf [?] p.9), que
lon appelle (variété algébrique affine complexe) produit. L’algébre affine du produit V- x W est
C[V x W] =C[V] ®c C[W].

Définition 1.2.13. Un groupe algébrique affine complexe est une variété algébrique affine complexe
G munie d’une structure compatible de groupe, c’est-a-dire telle que les applications (qui définissent
la structure de groupe) suivantes :

- le produit :
p: GxG — G
(z,y) — =y
- le neutre :
e: {1} — G
1 — e
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- Uinversion :
t: G — @G

x — x !

sont des morphismes de variétés algébriques affines complezes.

La structure de groupe algébrique affine complexe de G munit l’algébre affine C[G] d’une structure
d’algebre de Hopf (cf [?] p. 56) par la donnée des comorphismes suivants :

- la coproduit :

w: CIG] — C[G]®c C[G]
P — Po W
- le coneutre :
e*: C[G] C

_
P +— Poe=Ple)
- la coinversion :

s ClG] — CG]
P — Pou

Un morphisme de groupes algébriques affines complexes est un morphisme entre les variétés algé-
briques affines compleres sous-jacentes qui est aussi un morphisme de groupes. Le comorphisme
associé est un morphisme d’algébres de Hopf (cf [?] p. 56).

Exemple 1.2.14. La structure (naturelle) de variété algébrique affine complexe de GL,(C)
est donnée par lidentification de GL,(C) avec le lieu des zéros dans C”*1 de l'idéal radiciel
(D.det(T; ;) — 1) de C[T; ;, D], ot 1 < 4,5 < n.

L’algebre affine de GL,,(C) est C[GL,(C)] = C[T;;, A, avec A = det(T; ;).

La structure de groupe de GL,(C) est la donnée des applications suivantes :
- le produit :
w: GL,(C)x GL,(C) — GL,(C)
(A, B) — AB
- le neutre :
e: {1} — GL,(C)

1 - I,

- 'inversion :
t: GL,(C) — GL,(C)
A — A1

Ces applications sont polynomiales en les coefficients des matrices, et sont donc des morphismes
de variétés algébriques affines complexes. Les structures de variété algébrique affine complexe et de
groupe de GL,(C) sont donc compatibles, et définissent une structure de groupe algébrique affine
complexe sur GL,(C).

La structure d’algeébre de Hopf de l'algébre affine C[T;;, A™!] de GL,(C) est la donnée des co-
morphismes suivants :

- le coproduit :
p Clhy;, A7 — ClTi;, A7 @c ClT;, A7
P — Poyu

On a C[T; ;, A |®cC[T;;,A | =C[T;;®1,A'®1,1®7T; ;, 1 A™1]. Sil'on note T} ; = T; ;® 1
et S;;, =1®7T;;,ona

n
W (Tij) = Z T; 1Sk,
k=1
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- le coneutre :

e ClTy;, A — C
P — Poe=P(I,)
(Tij)i<ijsn — I,
- la coinversion :
v C[Ty;, A7 —  C[Ty;,A7Y
P — Pou
(Tij)i<ij<n — AT1ICo(Tiy)

Définition 1.2.15. Soit (G, pu,e,t) un groupe algébrique affine complexe et soit (C|G], p*,e*,1*)
son algébre de Hopf.

Un sous-groupe algébrique affine complexe de G est une sous-variété algébrique affine complexe H
de G qui est aussi un sous-groupe de G.

De facon équivalente, un sous-groupe algébrique de G est le lieu d’annulation d’un idéal radiciel I
de C[G] tel que :

(i) p*(I) C I ®c C[G] + C|[G] &c I

(11) I C kere*

(111) (1) C I

Remarque 1.2.16. Le théoréme de linéarisation des groupes algébriques affines (¢f [?] p. 62)
assure que tout groupe algébrique affine complexe est isomorphe a un sous-groupe algébrique affine
complexe de GL,(C), pour un entier n € N*. Aussi, les définitions 1.2.13 et 1.2.15 définissent les
mémes objets.

Exemple 1.2.17.

- Le groupe C*, identifié¢ & GL1(C), a une structure de groupe algébrique que 'on appelle groupe
multiplicatif et que I'on note G,,. Son algébre de Hopf est C[T, T~ '] avec pu*(T) =T T (=TS
avec I'identification faite dans 'exemple 1.2.14), ¢*(T) = 1 et *(T) = T~

- Les sous-groupes algébriques stricts du groupe multiplicatif C* sont les groupes finis de racines de
I'unité.

- Le groupe C, identifié¢ au sous-groupe algébrique de GL2(C) constitué des matrices unipotentes
( o 4 ), avec a € C, a une structure de groupe algébrique que l'on appelle groupe additif et
que l'on note G,. L’idéal qui définit ce sous-groupe algébrique de GL2(C) est 'idéal radical de
ClTi1,Ti2,Toq, To 2, A™1] engendré par les polynomes Th 1 — 1, To 1 et Th o — 1. Son algébre de Hopf
s’identifie & C[T] avec u*(T) =T ®1+1® T (=T + S avec 'identification faite dans ’exemple
1.2.14), e*(T) =0 et *(T) = -T.

- Le seul sous-groupe algébrique strict du groupe additif C est {0}.

Préliminaires : deux constructions classiques de théorie de faisceaux

On rappelle ici deux constructions classiques de théorie de faisceaux, par exemple définies dans
[?], que l'on explicite sur des exemples dont on aura besoin par la suite pour préciser la structure
induite sur O j«(a7,07) par la structure de groupoide ensembliste de |J (M, M)|.

Définition 1.2.18. Soit f : X — Y wune application continue entre espaces topologiques et soit F
un faisceau sur X. On appelle image directe de F par f, que ’on note f.F, le faisceau sur'Y défini

pour tout ouvert U de Y par T(U, f.F) = T(f~1(U),F).

Exemple 1.2.19. Soit r € N.

- L'image directe du faisceau O j«(pr,27) par la projection source s : |M?| — |M| est un fais-
ceau sur [M|, noté <O s« (arar), et défini pour U un ouvert de M par I'(U, 5.0+ ar,ar)) = T'(U X
M, 0 ;xu, ). Clest un faisceau sur M de Op-algebres, pour la multiplication des sections par
des fonctions holomorphes de la variable source, et de Oy (M )-algébres, pour la multiplication des
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sections par des fonctions holomorphes de la variable but définies partout sur M.

- L’image directe du faisceau O j+ (7, a1y par la projection but ¢ : [M?| — [ M| est un faisceau sur [M],
noté .0 y=(ar,r), et défini pour U un ouvert de M par I'(U, t.O s+ (arar)) = D(M < U, O g (ar,0))-
C’est un faisceau sur M de Op(M)-algébres, pour la multiplication des sections par des fonctions
holomorphes de la variable source définies partout sur M, et de Ops-algébres, pour la multiplication
des sections par des fonctions holomorphes de la variable but.

- L’image directe du faisceau Oy, par I'application identité e : |[M| — |M?|, est un faisceau sur M?2,
noté e,Oyy, et défini pour Q un ouvert de M? par I'(2,b,0y;) = (e~ 1(Q), Op). Clest un faisceau
sur M? de C-algébres.

- L’image directe du faisceau O y+(p7,ar) par Vinversion i : [M?| — |M?| est un faisceau sur M2, noté
1O = (a1, 01), €t défini pour  un ouvert de M par I'(Q, 1.0 jx(p 1)) = F(i_l(Q),OJ:(M’M)). C’est
un faisceau sur M? de C-algébres.

Définition 1.2.20. Soient deux espaces topologiques X et Y, un anneau A, un faisceau F sur X de
A-modules et un faisceau G sur'Y de A-modules. On définit sur I’espace topologique produit X XY
un faisceau de groupes abéliens noté N = F @4 G, appelé produit tensoriel total de F et G sur A
et dont la fibre ./\/'(w,y) en un point (x,y) € X x Y est isomorphe a Fp @4 Gy. La description des
sections locales de ce faisceau est donnée dans [?], p. 143.

Exemple 1.2.21.

- Le faisceau Oy est un faisceau sur M de C-algébres. Le produit tensoriel total sur C de deux copies
de ce faisceau est noté Oy @c Opr. Cest un faisceau sur M x M. Une section locale de ce faisceau
est localement donnée, sur un ouvert suffisamment petit de M? de la forme U x V C M x M, par
un élément de T'(U, Onr) ®@0,,m) T(V, Onr).

Le faisceau Oy @c Oy est un sous-faisceau strict de © 2. En effet, la fonction e™ € C{z,y} n’est
pas un élément de C{z} ®c C{y}. Sinon, on pourrait écrire e*¥ = Zle fi(z)gi(y), avec k € N
fi € C{z} et g; € C{y}. Et donc, pour tout a € C, la fonction e** serait un élément du C-espace
vectoriel de dimension finie engendré par les fonctions f,..., fi. Or, toute famille finie de (k + 1)
fonctions e®? ... %" deux & deux distinctes est C-libre. La vérification de ce fait se raméne a la
résolution d’un systéme de Vandermonde dont les coefficients sont ag, .. ., ag.

- Les faisceaux 5.0 =1y €t tO g (ar,ar) sur M sont des faisceaux de Oy (M)-algebres. Leur pro-
duit tensoriel total sur 'anneau Oy (M) est noté 5O g (01,0) ®OA4(M) O g (1,01 C'est un faisceau
sur M?2. Une section locale de ce faisceau est localement donnée, sur un ouvert suffisamment petit de
M? de la forme U x W C M x M, par un élément de I'(U, 3O gx(ar,01)) @0 vy TIW, 80 g any)
c’est-a-dire un élément de T'(U x M, Oy arar)) @0, ) LM X W, O e (a1,01))-

Les faisceaux $.+Ojsrar) et €Oz (ar,nr) sont aussi des faisceaux de Ops-algébres, I'un pour la
multiplication des sections par des fonctions holomorphes de la variable source, I'autre pour la
multiplication des sections par des fonctions holomorphes de la variable but. Aussi leur produit
tensoriel total sur 'anneau O/ (M), le faisceau 5:O 1 (01,01) @OM(M) t+O g (01,01, €st un faisceau de
((’)M ¢ OM)—algébres.

Les groupoides d’ordre r sur M

Les applications ensemblistes ¢, e et i qui définissent la structure de groupoide ensembliste de
|J¥(M,M)| (c¢f exemple 1.2.3) sont en fait des morphismes de variétés complexes mixtes. Cela
permet de rendre compte de la structure de groupoide ensembliste de |J;F(M, M)| sur le faisceau
O Jx (M, M) des équations. On va préciser cette structure.

Ensuite, grace a cette structure supplémentaire sur O j«(a7,ar), on va caractériser les systémes dif-
férentiels d’ordre r sur M dont I’ensemble des solutions est un groupoide ensembliste sur M. On
étudiera deux exemples dans les deux parties qui suivront.
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On rappelle que 'on utilise la notation 1.1.17 a la fois pour représenter les coordonnées sur
les espaces de r-jets |J; (M, M)| et pour représenter des sections des faisceaux O j=(as,ar)-

Définition 1.2.22. La structure de groupoide d’ordre r de la variété affine J¥ (M, M) = (M?, O jxarar))
est la donnée des morphismes de faisceaux suivants (décrits a la fois par leur action sur les fonctions
réqulieres et a l’aide des coordonnées locales) :

- le cosource :

s Ou = 8051
[ = fos
f = fy)
- le cobut :
t* OM - t*O‘]:(M’M)
[ = [fot
= f(7)
- la cocomposition :
¢ Ogzmary = 500,00 @0, (a1) O (v, 1)
EF — Foc
= 0y s—1 0%% oy = 0y 0y 0y 9y \—1
E(y7y7@)5 787y2)"'73y'r) = E(yayuaiggiy7det(aigaiy) 7)
- le coneutre :
¢ Ossapny = &Ou
E — FEoe
_ 9§ -1 0%% "y
E(yayaaiz’é 17373/12/7""8;7{) = E(yayaldn+1a]~aoa--'70)
- la coinversion :
" Ourmapny = 1Oz am)
E — FEoi
_ 9§ c—1 0% o'y — oY\ —
E(yﬁ'-/:aizad 17873"“78742) = E(y7y>(87:ly/) 1757"')

On note désormais J¥(M, M) la variété affine au-dessus de M? des r-jets de difféomorphismes
locaux de M munie de sa structure de groupoide d’ordre .

Définition 1.2.23. On appellera groupoide d’ordre r sur M, ou encore sous-groupoide fermé de
JE(M, M), la donnée d’un systéme différentiel d’ordre r sur M, c’est-a-dire d’un idéal cohérent G,
de O jx (v, qui vérifie les trois propriétés suivantes :
(1) R R
¢*Gr C (5:Gr) B0y ) (O 0100) + (505 ar01) G001y (8:Gr)
(i)
G, C kere*
(1i1)
L*gr C gr
Par la suite, pour simplifier, la condition (i) sera abusivement écrite : ¢*G, C gr®0J:(M7M) +
O (v,m) ® Gr-
Remarque 1.2.24. Dans les deux parties qui vont suivre, on va étudier deux exemples de grou-
poides d’ordre fini sur M. Les applications de la définition 1.2.22 seront détaillées & 1’aide des

coordonnées (z, X1,...,X5), ... On va ainsi pouvoir vérifier explicitement pour les exemples consi-
dérés, les conditions (i), (i) et (i) de la définition 1.2.23 précédente.
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Propriété 1.2.25. Soit G, un groupoide d’ordre r sur M. Alors, l’ensemble s/o\lr(gr) de ses solutions
formelles d’ordre r est un sous-groupoide ensembliste de |J(M,M)|, ensemble s/\ol(gr) de ses
solutions formelles est un sous-groupoide ensembliste de |J*(M,M)| et l’ensemble sol(G,) de ses
solutions convergentes est un sous-groupoide ensembliste de Aut(M).

Démonstration. On le montre pour ’ensemble s/(;lr(gr) de solutions formelles d’ordre r de G,. Il
s’agit de vérifier les conditions (), (i) et (ii7) de la définition 1.1.46 sur @T(QT) :

(i) : Soient j;,(f)s et j; (g)c deux solutions formelles d’ordre r de G, et soit £ une équation de la fibre
(Gr)(a,)- Alors, d’apres la définition 1.1.46, le r-jet c(jg(f)b, J5(9)e) = Ja(g © f)c est une solution
formelle d’ordre 7 de E si 0 = E(jg(g 0 f)e) = (E o ¢)(Ja(f)e: 35(9)e) = ¢ E(da(f)b, Jg(9)e)- Or,
parce que G, vérifie la condition (i) de la définition 1.2.23 précédente, on a ¢*E = Zle F,®G;, avec
F; e (S*QT)a ouG; € (ts gr) et donc Fz(]g(f)b) =0ou Gl(]g(g)c) = 0. Aussi, C*E(jg(f)bajg(g)c) =
Sy B (Hn)Gili (9)e) = 0.

(i) : Soit E une équation d’une fibre (Gy), ). Alors, E(jg(id)a) = E(a,a,Idn+1,0,...,0) = (Eo
e)(a) = 0, parce que G, vérifie la condition (7i) de la définition 1.2.23 précédente.

(iii) = Soit jg(f)s une solution formelle d’ordre r de G, et soit £ une équation de la fibre (Gy), ,)-
Alors, E(i(35(f)s)) = *E(35(f)s) = 0, parce que G, vérifie la condition (7) de la définition 1.2.23
précédente.

On montre par des méthodes similaires que les ensembles ?d(gr) et sol(G,) sont des groupoides
ensemblistes sur M. O

Proposition 1.2.26 (|?|, proposition 2.3.3., p. 472). Soit G, un groupoide d’ordre r sur M. Alors,
le prolongement pr1G, est un groupoide d’ordre r + 1 sur M et par conséquent, pour tout | > 2, le
prolongement pr;G, est un groupoide d’ordre v + 1 sur M.

Exemple 1 : le sous-groupoide fermé de J5(M, M) défini par Qo

On considére le systéme différentiel d’ordre 2 sur M défini par Iidéal cohérent de O js (s ar),
décrit en coordonnées par :
0 9z 0z - %2 0z az 9%z 9%z 0%z
= _— S —
27 \9X 70z X' %92 T 920X 0X2 922
On va montrer qu’il définit un sous-groupoide fermé de J5(M, M), c’est-a-dire qu’il vérifie les
conditions (i), (ii) et (iii) de la définition 1.2.23.
Pour cela, on aura besoin d’expliciter les morphismes e*, ¢* et i* de la définition 1.2.22 a I'aide des
coordonnées.

Condition (%)

On a besoin des calculs préliminaires suivants : pour deux applications f, g : C"*1 — C"*! de classe
c?,

on a

af] 8gl
8.%‘1 Z ox; 8y] °f

et

On a d’abord ¢*(z, X) = (2, X) et ¢*(z, X) = (%, X),
et



On a donc déja

0z 0z 0z 0z 0X
C*< Z> == i GOJ(MM®QQ+Q2®OJ*(MM)

9:0X T 9xX 0X

0X
oz 070z | 0% 0X =
“loz-2) = (é)@*;gf"‘afz’a%(;_z_ 0z 89X
= a—g(a—jz—i)Jr—;z—z 5% 5, 2
€ Oysum)®Q2 + Q®0O gx (a1, 01y + Q2®0J*(M M)

Ensuite, on déduit du calcul préliminaire que

(P2 _ 020 0z [020°2 R 0Xp 9%
Cl0:2 T 0202 02\ 02022 £ 0z 0X,0

" | 92X, oz +an 0z 0%z N " 0X, 0%z
022 0X; 0z \ 0z 0zX; 0z 0X,0X;
p=1

Les éléments
Pz 7 01 25 02 0%
0227 072’ 8X] ’ 8Xp82’ 82)2]’ ’ 8)_(138)_(]

sont dans Qo donc chaque terme de cette somme est dans 1'idéal Q@0 sz + Oz, M)@Qg
Des calculs similaires montrent que

L[ 0%z 92z
¢ 020X , & 0X2 eQQ@OJ*(MM)"‘OJ*(MM 20

Condition (%3)
On rappelle que
9y -1 0%y
E(y,y, =— —) | =F Id,11,1,0
< 8 8y2 )) (y7 Y, +1 )

, (0% . [ 0Z
> , e <8X2)—0,e ((922>—0,e (zaz—z)—z.l—z—()
0.

On a donc

* 0z _ *
e (aX>—O,€ (

et par conséquent, e*(Qs) =

Condition (%)
On a d’abord i*(z, X) = (£, X) et i*(2, X) = (z, X),
et

oz oz 9z -1 z.

90Xy !

0z . 5_1 b1

: (aX r )i : B
8Xn b
0z n
ol les *; représentent des combinaison linéaires des 887)51’ ey Ef;{i et la matrice B vérifie
0z 0X;
6 bim)iyj+6'B =1d
( 1 8X] )7/7.7 (8X ) n
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On a donc d’abord,
0z

(8X ) =10""xj € Qo
Ensuite, -
0z 0X;. _
(%z—z)—é det(aX) Z—2z
Or, _ _
0z 0X,, 0z 1 0X;, _
5.7 zZ € Qy donc 6~ det(an )7/7]&2 -0 det(a—Xj)wz € Qo
Et donc
0z 0X;, 0z
(e 2= dt(8 ')7]a ZTXkb’“ )=0 mod Qs

Dans le calcul préliminaire, on pose g = f~!, et on obtient

:2””: o O Zaszafp L I

8xk8xz 8x] Ox; = ¢ Oy, 6%8%
ce qui se récrit :
afi 9 f
ﬁ 1 1 8$Zagk
0 Ofn -1 . of, of; . .l
(Taf:(z %)(H(fz )o f) ; :_( afﬁm of .- J;n Of) : = hip,
Ofn 9 fn
Oz, Ox;0xy,

ou H( fl_l) est la matrice hessienne de la composante fl dont les coefficient sont les 5 féx

Les coefficients hl  sont donc les valeurs de la forme bilinéaire symétrique représentée par la matrice
hessienne H (f;” 1) en les éléments de la base formée des vecteurs colonnes de la matrice jacobienne

Jf = (%> . Par changement de base, on obtient donc :

oxy, ik

(H o ) = (W), (0

On déduit de cette formule que i* (HZz) =

o9z 9 ns oz @ 2z

(1 0z 0z 92 x( 0z 0z 920X
0z oz (% % )| P (% % )| R 0z oz
T 0z 0X 022 020X e 9z 0X
—vlax ox 82z 82z Ll ax X
9z 0X i*(@ @) 920X i*(@ @) 2xX2 9z 90X

9z 0X 02X 9z 09X 92X

920X X2

Les coefficients de la matrice du milieu sont dans Qs parce que

L (02 9z 9%z 8226Q
"\ox ) 922 0z0x ox2 = 22

et donc i* (HZz) € Qs.

Remarque 1.2.27. L’exemple 1.2.7 a déja permis de vérifier que ’ensemble S/O\ZQ(QQ) des solutions
formelles d’ordre 2 du systéme différentiel Q2 est un sous-groupoide ensembliste de |J5 (M, M)].
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Remarque 1.2.28. D’aprés la proposition 1.2.26, le prolongement pr; Qs = <8X ) zgz — z,0%%, 832>

est un groupoide d’ordre 3 sur M.

Les conditions (i) et (i) de la définition 1.2.23 peuvent aussi étre vérifiées sur ces générateurs.
Par contre, je ne suis pas arrivée a calculer les dérivées partielles troisiémes de l'inverse d’un 3-jet
en fonction des coordonnées du 3-jet et donc, je ne suis pas arrivée a vérifier la condition (7ii)
directement sur les générateurs de priQs.

Exemple 2 : le sous-groupoide fermé de J;(M, M) défini par kere*

La condition (%) de la définition 1.2.23 de groupoide d’ordre r sur M est l'inclusion G, C kere*.
On va montrer que l'idéal kere* de Ojxn,ar), pour 7 € N, est un groupoide d’ordre 7 sur M et
calculer ses solutions. On a nécessairement l'inclusion sol(ker e*) C sol(G,). Le groupoide ker e* est
donc, du point de vue des solutions, le plus petit groupoide d’ordre r sur M.

En utilisant la définition de ker e* en tant que noyau d’un morphisme, on arrive & vérifier les
conditions (i) et (i) de la définition 1.2.23 de groupoide d’ordre r sur M, mais pas la condition
Aussi, on détermine un systéme de générateurs de ker e*. Ces générateurs permettent de montrer
que kere* est un groupoide d’ordre 0, et que les idéaux kere® C O jx(pr,ar) sont les prolongements
les uns des autres, ce qui permet d’utiliser la proposition 1.2.26 de Malgrange pour conclure.

Le calcul des générateurs de ker e* est aussi 'occasion d’introduire une technique que I'on utili-
sera par la suite.

Lemme 1.2.29 (Théoréme de préparation de Weierstrass, [?], p. 18-07). Soit g € C{x1,...xx} une
série convergente telle que g(0,...,0,2p) # 0 dans C{zp}. Soit p lordre de ¢(0,...,0,zp).

Pour tout f € C{x1,...xp}, il existe un unique couple (q,r) € C{z1,...zp} X C{x1,...xp_1}[xp],
avec v de degré < p par rapport & xp, tel que f = gq+ 7.

Par la suite, on qualifiera de division de Weierstrass le résultat donné par ce lemme.

Proposition 1.2.30. Soit r € N. Le noyau ker e* de e* : Oy« a1y — €xOnr est Uidéal de O g ar)
engendré par les équations :
9y 2%y oy
— Idp1, e

Démonstration. On note & I'idéal de O jx(as,nr) engendré par les fonctions ci-dessus. On vérifie faci-
lement que €*€ = 0. On en déduit que £ est un sous-faisceau de ker e*.

Réciproquement, soit (a,b) un point M? et soit E(y, 7, 8y,(5 L gzz, e g;?) une équation de la

fibre (kere*)(qp). On regarde E' comme un élément de

oy ., 0%y "y
C{y_a _b}[ 5 ! 827"'>8yr]

On considére d’abord les équations £ de (kere*)(q ) (€)(apy comme des éléments de

I’anneau de polynémes

B oy ., 9% oy oy, | ory,
—a,j— by . A 4
C{y avy }[ay? 76y27 ’8:[/7‘71’ ayr] ay;O

/-\

87" —
en l'indéterminée ay (dans les coefficients, le symbole oy Y représente toutes les coordonnées %yl

sauf 8?{}0 ).
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.. . 9. N .. oy
On effectue dans cet anneau la division euclidienne de E par le polynéme unitaire ayro et l'on

obtient une équation E; de (ker e*)(a,b) qui ne dépend pas de l'indéterminée %Ty%o et telle que
Jo
E = E1 mod g(@b).

De fagon analogue par des divisions successives de E; (puis de ses restes) par les polyndmes unitaires
"y
b 8yr 9

(holomorphiquement) que de y et y et telle que £ = Ey mod E,p)-

Ensuite, la division de Weierstrass (donnée par le lemme 1.2.29) de E5 par § — y définit une fonction
E3 € C{y — a} de (kere*)(,p telle que Ey = E3 mod &, ).

Or, E3(y) = Esoe(y) = 0 car F5 € kere*. Donc E3, et par conséquent Eo, E; puis F sont dans &.
Les fibres des idéaux ker e* et £ coincident, et donc kere* = £. ]

de degré 1 : -1 dn+1, ayQ,... on obtient une équation Es de (ker e*)(mb) qui ne dépend

Proposition 1.2.31. L"déal kere* de O yx(arar) €st un groupoide d’ordre v sur M. Ses solutions
formelles d’ordre r sont les r-jets de ’application identité de M et ses solutions formelles et conver-
gentes sont les germes de l’application identité de M.

Démonstration. On vérifie facilement que ker e* C OJS(M’M) est un groupoide d’ordre 0 sur M. On a
Hy—y) =y— = (y—§)+F—7) € ker e*®O s+ (v, a0y +O g (a1 @ ker €, puis e (y—7) = y—y =0,
et enfin i*(y — ) =y — y € kere*.

On vérife également que les idéaux kere* C O J*( M, sont les prolongements d’ordre r de 'idéal
kere* C Oz arary- Ona D(y — ) = Idni1 — 5o et D'y —g) = 3 il
la proposition 1.2.26 de Malgrange, les 1deaux kere C O, sont des groupoides d’ordre r sur
M.

On pourrait vérifer directement par le calcul, & partir du systéme de générateurs, que les idéaux ker e*
de O Jr(M,M) €t O J3 (M, M) Sont des groupoides d’ordre 2. Je n’arrive pas a faire le calcul direct & partir
de Pordre 3. On peut aussi vérifier les conditions (i) et (ii7) de la définition 1.2.23 sur I'idéal ker e*
de O x (a0, défini comme noyau du morphisme e*. La condition (ii) est une tautologie. Ensuite,
soit E une équation de ker e*. Alors e*(i*E) = i*Foe = (Eoi)oe = Eo(icirce) = Foe=¢*E =0
donc i*E € kere*.

Le générateur (y — y) de kere* C O Jz (M) donne immédiatement que les solutions formelles et
convergentes du groupoide ker e* sont les germes de ’application identité de M. De plus, d’aprés
les remarques 1.1.39 et 1.1.43, les groupoides kere® C O j«(aar), qui sont les prolongements de
kere® C O (a0, ont les mémes solutions formelles et convergentes que ker e* C O j=(as,ar, Cest-
a-dire les germes de I'application identité de M. On aurait aussi pu le calculer facilement & partir
des générateurs.

Les générateurs de kere* C O I (M, M) donnent facilement les solutions formelles d’ordre r des
groupoides ker e*. Ce sont les r-jets de I’application identité de M. O

pour tout [ > 2. Aussi, d’aprés

1.2.3 Les D-groupoides

On définit enfin dans cette partie la notion de D-groupoide de Malgrange, qui caractérise des
idéaux différentiels dont les solutions sont des groupoides ensemblistes, et qui permet de prendre
en compte des situations naturelles ne remplissant pas partout des conditions de régularité.

Les D-groupoides stricts

La définition de groupoide d’ordre fini permet de donner une caractérisation naturelle des
idéaux différentiels de O j«(p7, ) dont les solutions sont des groupoides ensemblistes. Ce sont les
D-groupoides stricts, définis dans [?], p. 471.
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Définition 1.2.32. Un D-groupoide strict sur M est la donnée d’un idéal pseudo-cohérent et diffé-
rentiel G de Oy« ar) tel que pour tout entier r suffisamment grand, idéal G, = G N O jx(pr,r) €5t
un groupoide d’ordre r sur M.

Exemple 1.2.33.

- L’idéal différentiel Q' est un D-groupoide strict sur P!C x C". En effet, d’aprés les calculs de
I'exemple 1.1.37, les idéaux Q) = Q"N O (picxcn, pioxcr) = <§—§,z% —2,0%z,...,0"z) sont les
prolongements de l'idéal Qs, qui est un groupoide d’ordre 2. D’aprés la proposition 1.2.26, ces
prolongements sont encore des groupoides.

- L’idéal différentiel ker e*, union des groupoides ker e* C O y«(as a1, est un D-groupoide strict.

Propriété 1.2.34. Soit G un D-groupoide strict sur M. L’ensemble sol(G) des solutions conver-
gentes de G est un sous-groupoide ensembliste de Aut(M) et l’ensemble sol(G) des solutions formelles
de G est un sous-groupoide ensembliste de |J* (M, M)|.

Démonstration. Pour tout ro € N, on a sol(G) = Ny>rys0l(Gr), et s/o\l(g) = OTZ,,«OS/O\Z(QT). On choisit
donc rq de sorte que pour tout r > 1o, les idéaux G, = G N O s+ (as, ) solent des groupoides d’ordre
r. Aussi, d’aprés la propriété 1.2.25, les ensembles sol(G,) et &?l(gr) sont, pour tout r > rg, des
groupoides ensemblistes, et d’aprés lea propriété 1.2.9, les intersections sol(G) = Nyp>r,50l(G,) et
sol (G) = HTZTO;()\Z(QT) sont encore des groupoides ensemblistes. O

Les D-groupoides

D’apres [?], 2.3.2., la définition de D-groupoide strict sur M est trop restrictive pour les besoins
pratiques. La situation est la suivante : soit G, un groupoide d’ordre r sur M et soit G’ I'idéal
différentiel sur M engendré par G,, c’est-a-dire 'union de tous les prolongements de G,. Selon [?],
2.3.2., p. 472, il n’y a pas de raison pour que l'idéal G’ soit un D-groupoide strict sur M, c¢’est-a-dire
pour que les idéaux G/ soient en général des groupoides d’ordre r sur M.

Cependant, le théoréme 1.2.38 ci-dessous assure que 'idéal G’ définit un D-groupoide sur M dans
le sens suivant :

Définition 1.2.35. Un D-groupoide sur M est un idéal pseudo-cohérent, différentiel et réduit G de
O =(m,ry tel que :

(1) pour tout ouvert relativement compact U de M, il existe une sous-variété analytique compleze
fermée Z de U de codimension > 1 et un entier ro € N tels que, au-dessus de (U \ Z)?, et pour tout
T >1ry, On ait

Gz C Grinzy © Ogranzinz) + Ozrnzinz) © G\ 22

(i1) pour tout r € N,
G, C kere*

(11i) pour tout r € N,
Gr C Gy

Exemple 1.2.36.

- Les idéaux cohérents kere* C O j«(ps,pr) sont réduits. En effet, soit £ une équation d’une fibre
(O (a,01) ) (a,p) telle que E' € (ker €")(a,p), Pour un entier [ € N*. Alors, 0 = Floe= (Eoe) dans
I'anneau intégre (Opr)a, et donc E o e = 0, ce qui signifie exactement £ € (ker e*), ).

L’idéal pseudo-cohérent, différentiel et réduit ker e* C O j«(pr pr) est donc un D-groupoide sur M.
La condition (i) de la définition 1.2.35 précédente assure que pour tout D-groupoide G sur M, on
a l'inclusion sol(ker e*) C sol(G). Aussi, du point de vue des solutions, le D-groupoide ker e* est le
plus petit D-groupoide sur M.
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- L’idéal (0) C Oy« (ar,ar) est un D-groupoide sur M. Pour tout D-groupoide G sur M, on a (0) C G
et donc sol(G) C sol((0)) = Aut(M). Aussi, du point de vue des solutions, le D-groupoide (0) est
donc le plus gros D-groupoide sur M.

Propriété 1.2.37. Soit G un D-groupoide sur M. Alors, ’ensemble sol(G) de ses solutions conver-

gentes est un sous-groupoide ensembliste de Aut(M) et ’ensemble s/o\l(g) de ses solutions formelles
est un sous-groupoide ensembliste de |J*(M, M)|.

Démonstration. On va le montrer pour les solutions convergentes. Soient f: V3 — Vo et g: Vo — V3
deux difféomorphismes locaux de M dont les germes en tous les points de leurs ouverts de définition
sont des solutions convergentes de G. Soit U un ouvert relativement compact de M contenant
les ouverts Vi, Vo et V3. Soient rg et Z comme dans la définition 1.2.35 précédente, de sorte que
pour tout r > rg, et en restriction a (U \ Z)32, les idéaux G, = G N O jx(a,nr) sont des groupoides
d’ordre r. Alors, d’aprés la propriété 1.2.25, pour toute équation E € I'(Vy x V3,G,), la fonction
y— E(y,g0 f(y), 8(ng) (y),...)) est nulle sur V1 \ [ZU f~HZ) U (go f)~1(Z)]. Or, cette fonction
est définie partout sur V et est holomorphe, donc, d’aprés le théoréme du prolongement analytique,
elle est nulle partout sur V7. Aussi, les germes en tous les points de V7 du difféomorphisme local
go f: V] — V3 sont des solutions convergentes de G. O

Le théoréme qui suit décrit la situation naturelle que la définition de D-groupoide de Malgrange
permet de prendre en compte, & savoir, que tout groupoide d’ordre fini engendre un D-groupoide.

Théoréme 1.2.38 (Malgrange, [?], théoréme 4.4.1., p.487). Soit G, un groupoide d’ordre r sur M.
Alors :

- la racine \/G' du systéeme différentiel engendré par G,, est un D-groupoide sur M que ’on appellera
D-groupoide sur M engendré par G,

- pour tout ouvert relativement compact U de M, il existe un sous-ensemble analytique fermé Z de
U de codimension > 1 tel que, sur (U \ Z)?, le systeme différentiel g((U\Z)2 est réduit, c’est-a-dire

I _ /
VY22 = Yoz

Démonstration. La preuve de ce théoréme est dans [?], 4.4. O

Exemple 1.2.39. Le D-groupoide sur P!C x C" engendré par le groupoide Qo d’ordre 2 est 'idéal
V/@'. De plus, pour tout ouvert relativement compact U de P!C x C", il existe un sous-ensemble
analytique fermé Z de U de codimension > 1 tel que, sur (U \ Z)?, I'idéal Q' est réduit.

Le théoréme de structure suivant assure que réciproquement, tout D-groupoide provient de la
situation considérée dans le théoréme 1.2.38 précédent, c¢’est-a-dire que pour tout ouvert relativement
compact U de M, et en dehors d’une sous-variété analytique complexe fermée Z de U de codimension
> 1, la restriction de tout D-groupoide est le systéme différentiel réduit engendré par un groupoide
d’ordre fini involutif.

Théoréme 1.2.40 (Malgrange, [?], théoréme 4.3.1., p.484). Soit G un D-groupoide sur M et soit U
un ouvert relativement compact de M. Alors, il existe un entier r > 1 et un sous-ensemble analytique
fermé de U de codimension > 1 tels que, sur (U \ Z)? :

- lidéal Gy 17\ z)2 est un groupoide d’ordre v et est r-involutif,

- pour tout s > 1, lidéal G, )1\ z)2 est le prolongement d’ordre s de G, zy2 et donc

Ginze = U prs Grnzy

s>0

Démonstration. La preuve de ce théoréme est dans [?], 4.3. O
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Pour finir, on énonce le théoréme qui va permettre de définir une D-enveloppe, au sens des
D-groupoides, pour un sous-groupoide ensembliste de Aut(M ).

Théoréme 1.2.41 (Malgrange, [?], théoréme 4.5.1., p.489). Pour une famille quelconque {G’;j €
J} de D-groupoides sur M , lidéal /> GJ est un D-groupoide sur M que l'on appellera « inter-
section des D-groupoides GI ».

Définition 1.2.42. Soit G un sous-groupoide ensembliste de Aut(M). On appellera D-enveloppe
de G lintersection des D-groupoides sur M qui contiennent G parmi leurs solutions.

Dans le théoréme 1.2.41, la terminologie « intersection des G » vient du fait que pour tout
j € J, on al'égalité sol(y/>G7) = (Njey sol(G7)). Cette « intersection » est donc & considérer du
point de vue des solutions.

Tout du long de ce travail, on rencontrera un probléme de terminologie similaire quand il s’agira
de comparer des D-groupoides.
J’ai fait le choix, dans la définition 1.2.35, de désigner les D-groupoides par les idéaux d’équations
qui les définissent. Par contre, en suivant ’exemple du théoréme 1.2.41, je choisis d’utiliser une
terminologie & interpréter du point de vue des solutions pour comparer les D-groupoides.
Je la précise dans la définition qui suit.

Définition 1.2.43.
- Soit {G7;7 € J} une famille de D-groupoides sur M. J'appellerai « intersection des D-groupoides

GI », le D-groupoide \/W

Du point de vue des solutions, on a bien :
sol(\/zgﬁ') = m s0l(GY)
JjeJ

- Soit G un sous-groupoide ensembliste de Aut(M). J'appellerai « plus petit D-groupoide sur M
contenant G parmi ses solutions », la D-enveloppe de G.
Du point de vue des solutions, on a bien :

G C ﬂ sol(G)

G: GCsol(G)

- Soit G un D-groupoide sur M. J’appellerai « majorant de G », un D-groupoide H sur M tel que
HCG.

Du point de vue des solutions, on a bien :
sol(G) C sol(H)

- Soit G un D-groupoide sur M. J'appellerai « D-sous-groupoide de G », un D-groupoide H sur M
tel que G C H.
Du point de vue des solutions, on a bien :

sol(H) C sol(G)

L’exemple qui suit est artificiel. Il a seulement pour but d’illustrer ces définitions 1.2.43, qui sont
importantes pour la suite. Des exemples plus significatifs, et fondamentaux, apparaitront dans les
chapitres suivants.

Exemple 1.2.44. On a les inclusions suivantes de D-groupoides sur P'C x C" :
(0) C VQ' C kere”
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et les inclusions suivantes de groupoides ensemblistes de solutions :

sol(ker e*) C sol(v/ Q') C sol(0)
-~
{(z,X)— (2, X))} C {(z,X) (az,F(2,X))} C Aut(P'CxC")

Aussi :

- Le D-groupoide /@’ est I’ intersection des D-groupoides (0) et /Q’. Le D-groupoide ker e* est I’
intersection des D-groupoides v/Q' et ker e*.

- Le D-groupoide v/Q’ est le plus petit D-groupoide sur M contenant les germes de difféomorphismes
locaux de la forme (z, X) — (az, F(z,X), avec a € C* et F' quelconque, parmi ses solutions.

- Le D-groupoide (0) est un majorant du D-groupoide /@' et du D-groupoide kere*. Le D-
groupoide v/Q’ est un majorant du D-groupoide ker e*.

- Le D-groupoide ker e* est un D-sous-groupoide du D-groupoide /@’ et du D-groupoide (0). Le
D-groupoide /@' est un D-sous-groupoide du D-groupoide (0).
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Chapitre 2

Un D-groupoide de Galois pour les
équations aux ¢-différences

La notion de D-groupoide présentée dans le chapitre précédent a été introduite par Malgrange
dans |?] afin de définir, pour les équations différentielles non linéaires, un objet qui généralise le
groupe de Galois différentiel des équations différentielles linéaires.

On considére par exemple un systéme différentiel X’ = F(z, X) défini sur P'C, de taille n et
a priori non linéaire et singulier. On considére ensuite le feuilletage singulier associé. On considére
enfin le groupoide d’holonomie de ce feuilletage, c’est-a-dire le groupoide des germes de difféo-
morphismes locaux de P'C x C" qui laissent globalement invariante chaque feuille du feuilletage,
c’est-a-dire, essentiellement, chaque solution de I’équation.

On peut alors estimer que le D-groupoide de Galois du systéme différentiel X’ = F(z, X) est la
D-enveloppe du groupoide d’holonomie, c’est-a-dire le plus petit D-groupoide sur P'C x C" conte-
nant les transformations d’holonomie parmi ses solutions.

Ce D-groupoide est défini sur P'C x C" et n’évite donc pas les singularités du feuilletage.

Malgrange justifie cette définition en montrant que le D-groupoide de Galois d’un systéme dif-
férentiel linéaire redonne la définition tannakienne du groupe de Galois différentiel.

Cette construction n’est pas spécifique aux systémes différentiels et peut étre adaptée a des
systémes dynamiques de nature différente.

Par exemple, dans [?], Casale définit le D-groupoide de Galois d’un germe de difféomorphisme local
g de (C,0) comme la D-enveloppe, sur un petit disque A centré en 0, du groupoide ensembliste de
germes de difféomorphismes locaux de A engendré par g.

Nous définissons ici un D-groupoide de Galois pour les systémes aux ¢-différences. Il s’agit donc
de proposer, pour les équations aux ¢-différences, un groupoide ensembliste qui représente la dyna-
mique du systéme, puis de considérer la D-enveloppe de cette dynamique.

L’objet des chapitres suivants sera de justifier cette construction en étudiant ce D-groupoide de
Galois pour des systémes aux g-différences linéaires, et de le comparer au groupe de Galois linéaire
défini par dualité tannakienne dans [?].

Dans une premiére partie de ce chapitre, on propose une bréve introduction aux équations
aux g¢-différences, en suivant le point de vue de [?] et [?]. On évoquera la notion de solution pour
ces équations fonctionnnelles, de fagon & mettre en évidence leur dynamique particuliére, qui est
discréte et inversible.

On définira alors un groupoide ensembliste qui représente la dynamique d’un systéme aux g-
différences, éventuellement non linéaire, puis on définira le D-groupoide de Galois d’un tel systéme
comme la D-enveloppe de cette dynamique. On calculera ces deux objets pour les équations aux
g-différences élémentaires.
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Pour la suite, on fixe un nombre complexe ¢ € C*, tel que |g| > 1, et 'on désignera par n
un entier naturel non nul.

2.1 Les équations aux ¢-différences linéaires

Les équations aux g-différences sont des équations fonctionnelles du champ analytique complexe.
Elles sont définies & I'aide de 'homographie z — ¢z, qui agit de fagon discréte et inversible sur la
coordonnée complexe, et que l'on considére comme un opérateur sur les fonctions de la variable
complexe, dans le sens : f(z) — f(gz).

On propose ici une introduction a la théorie des équations aux g¢-différences linéaires, & tra-
vers la notion de solution. Le but est de mettre en évidence ce qu’'un systéme aux g¢-différences
linéaire rationnel impose, en tant qu’équation fonctionnelle, & ses solutions. On espére ainsi rendre
un peu compte de la dynamique! de ces équations.

On suivra le point de vue de Sauloy dans [?] et [?], qui choisit de résoudre les systémes aux g-
différences avec des fonctions uniformes.

Cette introduction a également pour but de montrer les différences de la théorie des équations
aux g-différences par rapport & celle des équations différentielles.

On notera O (resp. M) le faisceau sur P'C des fonctions holomorphes (resp. méromorphes)
sur la variété analytique complexe P'C.

2.1.1 Equations et systémes

On note o, I'’homographie z — ¢z de PIC. On la considére comme un opérateur sur les fonctions
de la variable complexe, dans le sens :

oq : f(2) = [f(qz)

Une équation aux g¢-différences linéaire rationnelle d’ordre n est une équation fonctionnelle de la
forme

agf—l—al.ag_lf—i—~-+an,1.aqf+an.f:0

ce qui s’écrit encore

F(g"2) + a1(2)f(¢"'2) + - + an1(2) f(q2) + ao(2)f(2) = 0

avec ay,...,an € C(z).

Par vectorialisation (cf |?] p.1067), toute équation aux g¢-différences linéaire rationnelle d’ordre n
définit un systéme aux g-différences linéaire rationnel de rang n, c’est-a-dire un systéme fonctionnel
de la forme :

04X = AX

ce qui s’écrit encore :
X(qz) = A(2) X (2)

avec A € GL,(C(z)).

'Dans le langage courant, Padjectif dynamique qualifie ce qui est relatif aux forces, et aux mouvements qu’elles
engendrent. Le nom commun dynamique désigne la partie de la mécanique qui étudie les mouvements, en relation
avec les forces qui les produisent.
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Définition 2.1.1. On dit que deux systémes aux q-différences linéaires rationnels 0, X = AX, avec
A e GL,(C(2)), et 0Y = BY, avec B € GL,(C(z)), sont (rationnellement) équivalents, s’il existe
une matrice F € GL,(C(z)), que l'on appellera transformation de jauge (rationnelle) de A vers B,

telle que :
B = (0,F)AF™!

ce qui s’écrit encore :

B(z) = Fgz)A(z)(F ()™

Cela revient a faire le changement de fonction inconnue Y = F(2)X.

Tout systéme aux g¢-différences linéaire rationnel est équivalent & un systéme aux g-différences ob-
tenu par vectorialisation d’une équation aux ¢-différences linéaire rationnnelle. Une preuve adaptée
de [?] est proposée dans |?] p. 1068.

Aussi, on ne travaillera que sur des systémes aux g¢-différences, qui sont d’usage plus commode
que les équations pour la théorie exposée ici.

Remarque 2.1.2. La coordonnée z utilisée ci-dessus pour définir les équations et les systémes
aux ¢-différences est la coordonnée globale sur P'C introduite dans la notation 1.1.4. On rappelle
qu’elle représente les points de 'ouvert C = Cy (défini dans 'exemple 1.1.3) et prend la valeur oo
pour représenter le point (1 :0) € P'C.

On note w la coordonnée globale sur P'C définie par w = % Elle représente les points de 'ouvert
Coo (défini dans I'exemple 1.1.3) et prend la valeur co pour représenter le point (0: 1) € P'C.

Un systéme aux g-différences linéaire rationnel X (qz) = A(2)X(z), avec A(z) € GL,(C(2)), peut
étre défini en fonction de la coordonnée w. En notant Y (w) = X(;;) = X(z), on a I'équivalence
suivante :

X(g2) = A(2)X(2) & Y(qu) = A(qﬁUrlY(w)

2.1.2 L’homographie o, : 2 — ¢z

L’homographie o, : z — gz agit de facon discréte et inversible sur la coordonnée complexe. Elle
fixe les points 0 et co et engendre, & partir d’'un point a de C*, une g-spirale logarithmique discréte
de la forme ag?, qui s’accumule en 0 et co.

Dans cette partie, on va montrer que pour les systémes aux g-différences, il n’y a pas de notion
naturelle de solution, au voisinage d’un point de C*, qui soit significative.
Les parties suivantes seront consacrées a la notion de solution au voisinage des points 0 et oo.

On considére donc un systéme aux g-différences linéaire rationnel 0, X = AX, avec A €
GL,(C(2)), et un point a € C*.

Les ouverts « g-invariants » de P'C

Si une fonction f(z) est définie sur un ouvert U de P'C, la fonction o, f(z) = f(qz) est définie
sur Pouvert ¢~'U de P'C. Aussi, la notion de solution pour X (gz) = A(2)X(z) se définit naturel-
lement sur des ouverts de P'C invariants, au moins partiellement, par I’action de og-

On dira qu'un ouvert U de P'C est g-invariant s’il est invariant par les applications oq et o L
c’est-a-dire si 'ona qU C U et ¢7'U C U.

Voici une liste d’ouverts g-invariants de P'C qui interviendront par la suite :
- les ouverts P'C et C* sont g-invariants,
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- pour un ouvert U de la couronne fondamentale {z € C*; 1 < |z| < |q|}, louvert ¢“U =
Urezq"U est un ouvert g-invariant de P'C. De plus, on a U N ¢*U = ), pour tout k € Z\ {0},

- un disque ouvert U centré en 0 est invariant par laction de o L cest-a-dire que l'on a
¢ U Cc U. L'ouvert C = Cy de P'C est le seul voisinage ouvert de 0, autre que P'C, qui est
g-invariant.

- un disque ouvert U centré en oo est invariant par I’action de o4, c’est-a-dire que 'ona qU C U.
L’ouvert Co, de P'C est le seul voisinage ouvert de oo, autre que P'C, qui est g-invariant.

Aussi, pour 0,X = AX, il n’y a pas de notion naturelle de solution, sur un voisinage ouvert
quelconque du point a € C*. Il faut se placer sur un voisinage ouvert qui est g-invariant.

Solutions sur de « petits » ouverts g-invariants de C*

Nous allons montrer qu’il est facile de construire des matrices fondamentales de solutions méro-
morphes pour 04, X = AX, sur de « petits » ouverts g-invariants de C*.

Pour cela, on considére un voisinage ouvert U du point a dans C*, tel que U N ¢*U = 0,
pour tout k € Z \ {0}, c’est-a-dire un ouvert U de C* contenant le point a, et homéomorphe a son
image dans C*/q”. C’est par exemple le cas d’une couronne ouverte contenant le point a, et de la
forme {z € C*; r < 2| < R}, avec r > 0 et £ < |q].

Alors, Pouvert ¢2U est un « petit » voisinage ouvert g-invariant de a dans C*.

On considére ensuite une matrice X € GL,(M(U)) quelconque. L’équation fonctionnelle X (gz) =
A(z)X (z) permet de prolonger méromorphiquement X* a q%U. Le prolongement, noté X, est donné,
pour tout k € Z, par X(q*z) = Ap(2)X(z), ot 'on note

Id, sik=0
A=) = T Ala’z) stk e
[T A(g'2)™! sik e —N*

On a par exemple X (¢22) = A(qz)A(2)X(z), ce qui définit X sur I'ouvert ¢2U.

On obtient ainsi une matrice X € GL,(M(q2U)), telle que X (qz) = A(z)X(z) dans GL,(M(¢2U)).

C’est donc une matrice fondamentale de solutions méromorphes sur I'ouvert g-invariant ¢ZU.

Aussi, il y a autant de solutions méromorphes sur ¢2U pour 04X = AX, que d’¢léments dans
M(U)™. La notion de solution méromorphe sur un tel ouvert n’est donc pas significative.

2.1.3 Les systémes aux ¢-différences réguliers

La régularité d’un systéme aux g¢-différences linéaire rationnel est une notion locale attachée aux
points 0 ou co. On va définir la notion de systéme régulier en 0. La remarque 2.1.2 permet d’adapter
ce qui suit au point oo.

Définition 2.1.3. Un systéme aux q-différences linéaire rationnel oc,X = AX, avec A(z) €
GL,(C(2)), est dit régulier en 0 si 0 n’est pas un pole de A(z) et A(0) = I,,.

On considére un systéme aux ¢-différences linéaire rationnel 0, X = AX, avec A(z) € GL,(C(2)),
qui est régulier en 0. On note S(A) le lieu singulier? de la matrice A, c’est-a-dire I’ensemble formé

?Le lieu singulier S(A) est attaché a la matrice A considérée avec son inverse comme un élément de GL,(C(2)).
On verra dans la suite de cette introduction, que de ce lieu dépend la dynamique du systéme aux ¢-différences linéaire
04X = AX défini par la matrice A.

44



des poles de A et des poles de A~! (qui est égal & I'ensemble formé des poles de A et des zéros du
déterminant de A).

On va montrer que I'hypothése de régularité en 0 permet de définir, pour 0,X = AX, un systéme
fondamental de solutions holomorphes sur un voisinage de 0, et que ce systéme se prolonge méro-
morphiquement sur « le » voisinage ouvert g-invariant Cy de 0 tout entier.

On considére le produit formel X'(z) = HiZl A(q™"2). Ce produit vérifie la relation
=[[AG "= (2) [T A(g7"2) = A(2)X(2)
i>1 i>1

L’hypothese A(0) = I,, assure que le produit [, A(¢g™"z) est convergent en 0. Il définit donc
une matrice fondamentale de solutions convergentes en 0, pour 0,X = AX, que 'on note X (z) =

[1i>1 A(g7'2) € GLn(C{2}).

On a X(0) = I,. Aussi, il existe un disque ouvert U centré en 0 sur lequel on a [[;5; A(q~'2) €
GL,(O(U)). On note encore X(z) = [[;5; A(q™'2) € GL,(O(U)). -
Soit zp € C fixé. Alors, comme |¢| > 1, pour tout entier k¥ >> 1, on a ¢
voisinage de z,

k—1
¥(z) = [[A(a2) = HAq [T ") = ([T Ala*2)x ()

i>1 i>1

k25 € U. On a donc, au

Aussi, le produit [],~; A(¢~"z) définit une matrice fondamentale de solutions méromorphes au voi-
sinage de zo, et donc sur C tout entier. On note X(z) = [i>1 Alg"2) € GL,(M(C)).

De plus, comme la relation X( ) = (Hk ' A(q772))X(2) a lieu pour tout entier k >> 1, le lieu
Slnguher de la matrice X c’est-a-dire le sous- ensemble de C formé des poéles de X et des poles de
X1 est, 'l n’y a pas de compensation, S(X) = ¢V S(A). On conviendra que S(X) = ¢N S(A),
avec possibilité de singularités apparentes.

Indépendamment de 0 et oo, le lieu ¢ S(A) est formé de 'union de g-demi-spirales logarithmiques
discrétes engendrées par les points de S(A)NC*, et qui s’accumulent en co. Aussi, d’aprés le principe
des zéros isolés, la matrice fondamentale de solutions X € GL,,(M(C)) ne se prolonge en général
pas méromorphiquement a P'C tout entier.

On vient de montrer qu'un systéme aux g-différences régulier en 0 admet une matrice fon-
damentale de solutions holomorphes en 0, qui se prolonge méromorphiquement au voisinage ouvert
g-invariant Cq de 0 tout entier.?

A priori, ces solutions n’admettent pas de prolongement méromorphe en co. Cela confirme le carac-
tére local de la notion de régularité pour un systéme aux g-différences.*

2.1.4 Les systémes aux ¢-différences fuchsiens

Comme la régularité, la qualité fuchsienne d’un systéme aux g-différences linéaire rationnel est
une notion locale attachée aux points 0 ou co. On va définir la notion de systéme fuchsien en 0. La
remarque 2.1.2 permet d’adapter ce qui suit au point oo.

311 n’y a pas, dans le prolongement, de phénomeéne de monodromie. Le prolongement est uniforme. Par contre, il
n’est pas holomorphe, il est nécessaire d’accepter des g-demi-spirales de singularités qui s’accumulent en co.

40n remarque déja ici un phénomeéne propre aux équations aux g-différences : le caractére local d’une propriété
(a priori attachée a un « petit » voisinage de 0) se propage automatiquement au voisinage ouvert g-invariant Co de
0 tout entier. L’ouvert g-invariant Cy a, pour les équations aux g-différences, un caractére local.
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Définition 2.1.4. Un systéme aux q-différences linéaire rationnel o,X = AX, avec A(z) €
GL,(C(2)), est dit fuchsien en 0 s’il existe une matrice constante A©) € GL,(C) et une ma-
trice FO) € GL,(C({z})), que on appellera transformation de jauge (méromorphe) locale de A
vers AO) | telles que :

A0) — (JqF(O))A(F(O))—l

ce qui s’écrit encore
A = FO (g2) A(z) (FO) ()~

Remarque 2.1.5. L’équation fonctionnelle F(9) (qz) = AQ F©)(2) A(z)~! vérifice dans GL,(C({z}))
par la transformation de jauge locale F ©), permet de prolonger méromorphiquement FO) 3 C tout
entier. Pour cela, on pose, pour tout k£ € N*,

FO(¢2) = AOFO () 4 (2)

toujours avec Ag(z) = H 01 A(g72).

Le prolongement F(©) ¢ GL,(M(C)) vérifie encore, dans GL,(M(C)), 'équation fonctionnelle
AO) = (g, FOYA(FO)~! dans GL,(M(C)).

Aussi, il est équivalent, dans I’énoncé de la définition 2.1.4 précédente, de demander une transfor-
mation de jauge locale F(©) dans GL,(M(C)).?> C'est I'usage que 1'on adoptera par la suite.

Remarque 2.1.6. L’équation fonctionnelle F(0)(gz) = A F©O)(2)A(2)~! montre que, indépen-
damment de 0, le lieu singulier de la matrice F©) € GL, (M(C)) est ¢ S(A), avec possibilité de
singularités apparentes, c¢’est-a-dire une union (finie) de g-demi-spirales logarithmiques discrétes qui
s’accumulent en oo. Aussi, la tranformation de jauge F(®) € GL,(M(C)) ne se prolonge a priori
pas méromorphiquement a P'C tout entier. Le caractére fuchsien d’un systéme aux g¢-différences
est donc bien une notion locale.

Il n’existe pas nécessairement de solution holomorphe, ou méme méromorphe, au voisinage de 0
ou de oo pour un systéme aux g-différences 0, X = AX. On peut par exemple vérifier qu’il n’existe
de série de Laurent convergente en 0 solution de o4z = ax, avec a € C*, que si a € q%.5 Plus
généralement, on peut vérifier qu'un systéme aux g-différences fuchsien en 0 n’admet de solution
holomorphe ou méromorphe en 0, que s’il est localement équivalent & un systéme aux g¢-différences
régulier en 0 (c’est-a-dire s'il existe une transformation de jauge locale F(©) € GL, (M(C)) telle que
I'on puisse avoir A0 = TI)).

Une méthode analogue & la méthode de Frobenius de résolution locale des systémes différentiels
linéaires a singularités fuchsiennes est développée par Sauloy dans [?] et [?]| pour les systémes aux g-
différences. Elle permet de construire des matrices fondamentales de solutions locales, & coefficients
dans M(C*), pour les systémes aux g-différences fuchsiens.

On rappelle ici les éléments fondamentaux sur lesquels cette méthode est basée.

La g-analogie suivie

L’analogie suivie dans |?] et [?] entre les systémes différentiels et les systémes aux g-différences
est donnée par la mise en paralléle des opérateurs
0 o4 —1
Z— <
0z qg—1

®Ici encore, on remarque que, pour un systéme aux ¢-différences linéaire, la propriété locale en 0 d’étre fuchsien
s’étend naturellement au voisinage ouvert g-invariant Co de 0 tout entier.

6Si a = ¢!, avec [ € Z, le systéme aux g-différences oqx = ax est rationnellement équivalent, via la transformation
de jauge z' de 1 vers ¢', au systéme aux g¢-différences o,x = x, qui est régulier en 0.
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Cette analogie est notamment justifiée par ’exemple des séries hypergéométriques basiques rappelé
dans [?] puis [?].
En particulier, on a I’analogie

0
zaX:() — o, X=X

qui justifie la définition 2.1.3 de systéme aux g¢-différences régulier,

et I’analogie

Z%% =AX — o0, X=((¢-1DA+1)X

avec A € M, (C), qui justifie la définition 2.1.4 de systéme aux g¢-différences fuchsien.

Les « briques de base »

Selon ’analogie suivie, les g-analogues des équations différentielles des caractéres et du loga-
rithme sont les équations aux ¢-différences

oqr =ax, aveca € C*, et oz =+ 1

Des solutions de ces équations sont construites & partir d’une version multiplicative de la fonction
theta de Jacobi, a savoir la fonction

neL

Cette fonction est holomorphe sur C*. Elle vérifie ’équation fonctionnelle

0q(qz) = —qz04(2)

D’aprés la formule du triple produit de Jacobi (¢f [?] ou [?]), ses singularités sont exactement les
points de la g-spirale ¢, qui sont des zéros simples.

Une solution privilégiée dans [?] et [?| de I'équation des g-caractéres oqx = ax d’exposant a € C*
est la fonction

el Gt

Elle est méromorphe sur C*. Si a ¢ g%, ses poles (simples) sont les points de la g-spirale ag”, et ses
zéros (simples) sont les points de la g-spirale ¢Z. Sinon, si a = ¢", avec n € Z, la solution ey ,(2)
définie ci-dessus est le mondme (—q)"z".

Une solution privilégiée dans [?] et [?| de I’équation du ¢-logarithme o,z = z + 1 est la fonction

Elle est méromorphe sur C*. Ses poles (simples) sont les points de la g-spirale q% et elle n’a pas de
zéro.

Pour simplifier, on dira simplement équations des caractéres et équation du logarithme pour les
équations aux g¢-différences o4z = ax, avec a € C*, et ogx = v + 1.
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Résolution locale

On considére un systéme aux g-différences 0,X = AX fuchsien en 0. On note 0, X = AOX un
systéme aux g¢-différences linéaire & coefficients constants localement équivalent, via une tranforma-
tion de jauge locale F(®) € GL,(M(C)), au systéme 0,X = AX.

Une matrice fondamentale de solutions méromorphes (globales), X (z) € GL,(M(C*)), pour
le systéme a coefficients constants 0, X = A X | est construite dans [?] p. 1030 & partir des fonc-
tions de base eq(2) et l4(2), et en fonction de la décomposition de Dunford multiplicative (cf |?]
p. 644) de la matrice A©),

Ensuite, la matrice F(©(2)X(©)(2) € GL,(M(C*)) fournit une matrice fondamentale de solutions
méromorphes locales, attachée a 0, pour le systéme aux g-différences 0, X = AX.

2.1.5 Le corps des constantes

Définition 2.1.7. Le corps des constantes de la théorie des équations aux q-différences est le sous-
corps de M(C*) :
M(CH% ={f e M(C*) : o,f = f}

On remarque facilement que le corps des constantes M (C*)? contient le corps identifié¢ a C des
fonctions constantes.

Ensuite, on fixe un nombre complexe 7 € C tel que e 277 = q. Comme |q| > 1, on a I(7) > 0.
On a alors le diagramme commutatif suivant
622'77‘
C — C*

| !

C/(Z+1Zr) —— C*/¢*

L’application x +— e?™ de C dans C* est un revétement biholomorphe et permet d’identifier
M(C*)%e avec le sous-corps de M(C) formé des fonctions admettant Z+Zt pour réseau de périodes.
Elles correspondent donc aussi aux fonctions méromorphes sur le tore complexe £, ~ C*/ ¢ ~
C/(Z + Zr). Ces fonctions sont appelées fonctions elliptiques. Une étude de ces fonctions est par
exemple menée dans [?|. Ce sont exactement les fractions rationnelles en la fonction p de Weiers-
trass associée au réseau Z+Zt, et sa dérivée @'. Elles constituent une extension transcendante de C.

Il y a plusieurs justifications a la définition 2.1.7. En voici quelques unes :

- Selon l'analogie suivie dans |?] et [?] entre les équations différentielles et les équations aux g-
différences, I’équation différentielle % = 0 a pour g-analogue I’équation

Ogx =2
que 'on appelle équation des constantes.

- Si Xi(z), Xa(z) € GL,(M(C*)) sont deux matrices fondamentales de solutions pour un systéme
aux g¢-différences linéaire rationnel 0,X = AX, avec A € GL,(C(z)), on a

(A7 2)(02) = Xi(g2) " Xa(g2) = 7RV A() A A (z) = AN (2)Aa(2) = (A1) (2)

Aussi, il existe une matrice C'(z) € GLy,(M(C*)%) telle que Xa(z) = X1(2)C(2).
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- En particulier, pour a,b € C*, les fonctions eg €45 €t €445 sont toutes deux des solutions de
I’équation des caractéres x(qz) = abz(z), et différent d’une fonction elliptique non triviale

Gap(z) = €a,0Cqb M(C*)%\ C

€q,ab

Sauloy montre dans [?] p. 21 que la famille des cocycles ¢, (z) engendre le corps des constantes

M(C*).

2.2 La dynamique d’un systéme aux ¢-différences

Afin de définir un D-groupoide de Galois pour les équations aux g-différences, il faut commencer
par associer a chaque systéme aux g-différences, un groupoide ensembliste qui joue le role du grou-
poide d’holonomie du cas différentiel, et qui donc représente, dans un certain sens, la dynamique
du systéme.

On commencera par définir ce groupoide ensembliste, que 'on appellera dynamique, pour les
systémes aux g¢-différences linéaires et ’on verra ensuite que cette définition s’étend naturellement
aux systémes aux ¢-différences non linéaires.

Pour la suite de ce chapitre et les suivants, on désignera souvent les difféomorphismes lo-
caux, ou les germes de difféeomorphismes locaux de M, seulement par l'application (z,X) —
(G1(%,X),G2(z,X)) qui les définit. On s’autorisera donc & confondre difféomorphismes locaux
et germes de difféeomorphismes locaux. On précisera rarement le domaine de définition du dif-
féomorphisme local ou la source du germe. Par contre, on sous-entendra toujours que ’application
(z,X) — (G1(z,X),Ga(z, X)) considérée est bien définie, holomorphe et inversible au voisinage des
points du domaine de définition ou du point source.

Lorsque ce ne sera pas précisé, on désignera par k un entier relatif (non fixé).

2.2.1 Dynamique d’un systéme aux ¢-différences linéaire

Soit X (gz) = A(2)X(z) un systéme aux g-différences linéaire rationnel de rang n défini par une
matrice A € GL,(C(z)). On note S(A) le lieu singulier de la matrice A, c’est-a-dire ’ensemble
formé des poles de A et des poles de A™L.

Définition 2.2.1. La dynamique du systéme aux q-différences X(qz) = A(z)X(z) est le sous-
groupoide ensembliste de Aut(P'C x C") engendré, au sens de la propriété 1.2.9, par les germes de
difféomorphismes locaux de la forme (z,X) — (qz, A(z2)X).
Les éléments de ce groupoide ensembliste sont donc les germes de difféomorphismes locaux de P'C x
C" de la forme (z,X) — (¢¥z, Ap(2)X), pour k € Z et avec

Id, sik=0
A(z) = TIi50 Alg'z)  sikeNT
[T Alg'z)™" sik e -N*

Pour k € Z fizé, les points (z,X) € P'C x C" au voisinage desquels lapplication (z,X) +
(qFz, Ap(2)X) est un difféomorphisme local, sont ceuz tels que

0 sik=0
2 g UFlglS(A) sikeN*
Ul_:qulS(A) si k € —N*
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On notera (un peu abusivement) ce groupoide ensembliste
Dyn(A(2)) = {(z, X) = (¢"z, A(2)X)}

Exemples 2.2.2.
- La dynamique de I’équation des constantes z(qz) = x(z) est le sous-groupoide ensembliste de
Aut(P'C x C) :

Dyn(1) = {(z,2) = (¢"z,2)}

l

{
- La dynamique de I'équation z(qz) = ¢'x(z) du caractére 2!, avec | € Z, est le sous-groupoide

ensembliste de Aut(PC x C) :

Dyn(q') = {(z,2) = (¢"z,¢"2)}

- Plus généralement, la dynamique de 1'équation des caractéres z(qz) = ax(z), d’exposant a € C*
(quelconque), est le sous-groupoide ensembliste de Aut(P'C x C) :

Dyn(a) = {(2,2) — (¢"z,d")}

- La dynamique d’un systéme aux g¢-différences linéaire de rang n a coefficients constants X (¢z) =
AX(z), avec A € GL,(C), est le sous-groupoide ensembliste de Aut(P'C x C") :

Dyn(A) = {(2,X) = (¢°z, A"X)}

- La dynamique de I'équation z(gz) = —qzx(z) de la fonction 6, est le sous-groupoide ensembliste
de Aut(P'C x C) :

E(k+1)
2 zk

Dyn(z) = {(z,2) = (¢"z,(-1)"q )}

2.2.2 Dynamique d’un systéme aux ¢-différences non linéaire

La définition de la dynamique d’un systéme aux ¢-différences linéaire s’étend naturellement & des
systémes aux ¢-différences non-linéaires. Soit donc X (¢z) = F(z, X(z)) un systéme aux ¢-différences
non linéaire de taille n, avec par exemple F' € C(z, X)", ce qui est la situation naturelle.

Définition 2.2.3. La dynamique du systéme aux q-différences X (qz) = F(z,X(z)) est le sous-
groupoide ensembliste de Aut(P'C x C"), que l’on notera Dyn(F), engendré par les germes de
difféomorphismes locaux de la forme (z,X) — (qz, F(z,X)).

Exemple 2.2.4.
- La dynamique de I’équation du logarithme z(qz) = x(2) + 1 est le sous-groupoide ensembliste de
Aut(P'C x C) :

Dyn((x(q2) = a(2) +1) = {(z,2) = (¢"z, 2 + k)}
- Plus généralement, la dynamique de 1’équation z(qz) = z(z)+b, avec b € C*, est le sous-groupoide
ensembliste de Aut(P'C x C) :

Dyn(z(gz) = w(2) +b) = {(z,2) = (¢°2,x + kb)}
- La dynamique de I’équation z(qz) = x(z) + z est le sous-groupoide ensembliste de Aut(P'C x C) :

1—g¢q
1—gq

Dyn(x(qz) = x(2) + 2) = {(z,2) = (¢"z,2 + z)}

Les exemples précédents sont de faux exemples d’équations aux g-différences non linéaires. En effet,
ces équations peuvent étre linéarisées. On peut donc les mettre sous forme vectorielle et calculer la
dynamique d’un systéme aux g-différences linéaire rationnel. Ces remarques sont I’objet des exercices
suivants.
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Exercice 2.2.5. On linéarise 'équation du logarithme en remarquant que z(gz) — z(z) = 1
2(q?2) — 2(qz), ce qui donne 'équation aux g¢-différences linéaire x(q%2) — 2z(qz) + x(2) = 0.
Par vectorialisation, on obtient le systéme aux g-différences linéaire de rang 2 défini par la matrice
a coefficients constants L = ( 7 ' ) € GLy(C).

La matrice L est une matrice unipotente. La matrice N = L — I, = ( - ) est nilpotente d’indice
2 donc L* = I, + kN, pour tout k € Z. Aussi, la dynamique du systéme X (gz) = LX(z) est

Dyn(L) = {(z. X) = (¢"=. ( '1" 7% )X)}

Exercice 2.2.6. On linéarise une équation x(gz) = x(z) + b, avec b € C*, en remarquant que
z(qz) — 2(2) = b = 2(¢*2) — x(qz), comme pour I’équation du logarithme, et on obtient encore
I'équation z(q%2) — 2z(qz) + x(z) = 0.

Ceci est naturel puisque 1’équation aux g¢-différences y(qz) = y(z) + b, avec b € C*, est obtenue
a partir de I’équation du logarithme x(gz) = z(2) + 1 grace au changement de fonction inconnue
y = bz, qui est linéaire et & coefficient constant.

Exercice 2.2.7. On linéarise I’équation x(qz) = x(z)+2 en remarquant que q(x(gz)—x(z)) = gz =
2(¢?2) — x(qz), ce qui donne I'équation aux g-différences linéaire x(¢?z) — (1 + q)z(qz) + qz(2) = 0.
Par vectorialisation, on obtient le systéme aux g-différences linéaire de rang 2 défini par la matrice
a coefficients constants S = ( 177 ) € GLy(C).

Cette matrice est semi-simple, conjuguée a la matrice D = (

avec P = ( p g ) et donc S¥ = PDFP~1 = 11q ( 1qu q("

) € GLy(C). Ona S = PDP™!,

0
q
1 ) ce qui eXphClte complétement

la dynamique

1 k41 ko _
Dyn(S) = (= X) = @2 =, (0 2 )0)

2.3 La D-enveloppe de la dynamique

Dans le cas différentiel, on peut estimer que le D-groupoide de Galois d’un systéme différentiel
est la D-enveloppe de son groupoide ensembliste d’holonomie.

On définit ici, dans la définition 2.3.1 ci-dessous, le D-groupoide de Galois d’un systéme aux
g-différences : c’est la D-enveloppe, au sens des D-groupoides, de la dynamique du systéme.
On calculera ce D-groupoide de Galois pour des systémes aux g-différences simples et élémentaires.

On se place dans la situation de la partie 2.2.2. On considére un systéme aux g-différences a priori
non linéaire X (¢z) = F(z, X(2)), avec F(z,X) € C(z, X)™.

Définition 2.3.1. On appellera D-groupoide de Galois d’un systéeme auzx q-différences X(qz) =
F(z,X(2)), avec F(z,X) € C(z,X)", la D-enveloppe sur P'C x C", dans le sens de la définition
1.2.42, de la dynamique Dyn(F) du systéme. C’est encore, dans le sens de la définition 1.2.43,
Vintersection des D-groupoides sur P'C x C" contenant les éléments de la dynamique Dyn(F)
parmi leurs solutions, ou le plus petit D-groupoide sur P'C x C" contenant les éléments de la
dynamique Dyn(F') parmi ses solutions.

On notera Gal(F) l’idéal de O j«(picxcn pioxcny qui le définit.

2.3.1 Calcul du D-groupoide de Galois de I’équation des constantes z(qz) = z(2)

Tout d’abord, comment, intuitivement, obtient-on le D-groupoide de Galois de ’équation des
constantes x(qz) = x(z)?
Essentiellement, il s’agit de déterminer les équations de O j«(picxc,pioxc) qui sont vérifiées par les
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germes de difféomorphismes locaux de la dynamique Dyn(1) et qui respectent leur structure de
groupoide ensembliste.

On rappelle que les éléments de la dynamique Dyn(1) de 'équation des constantes sont les germes
des diffeomorphismes (locaux) de P'C x C de la forme (z,2) — (¢*z, x).

On remarque que la premiére composante de ces difféomorphismes est indépendante de la variable
x et dépend linéairement de la variable z. La seconde composante reste inchangée. Ceci se traduit
en termes d’équations aux dérivées partielles et revient a dire que les germes des difféomorphismes
(z,2)  (¢*z,x) sont des solutions, au sens de la définition 1.1.38, des équations

8$78227282

—-Z,T—x

de OJs(prexc,piexc), b naturellement, de leurs dérivées.

Les solutions de ce systéme d’équations sont les germes de difféomorphismes locaux de la forme
(z,x) — (az,z), avec a € C*. L’ensemble de ces solutions forme un sous-groupoide ensembliste de
Aut(P'C x C) et contient les éléments de la dynamique Dyn(1).

De plus, comme les puissances ¢*, pour k € Z, ne satisfont en famille aucune relation algébrique, il
semble qu’il n’y ait pas d’autre équation satisfaite par les éléments de Dyn(1).

On a plus précisément le résultat suivant :

Proposition 2.3.2. Le D-groupoide de Galois Gal(1) de ’équation des constantes x(qz) = x(z) est
le D-groupoide sur P'C x C engendré, au sens du théoréme 1.2.38, par le groupoide d’ordre 2 défini
en coordonnées locales par :

0z 0z o 8:17 0T
<8x’ 5.5 z2,0°%,1 — T 9 0’z > C Oz (picxe,PiCxC)

Les solutions sol(Gal(1)) de ce D-groupoide sont les germes de difféomorphismes de P'C x C de la
forme (z,x) — (az,z), avec o € C*.

Démonstration. Pour cette preuve, on note M la variété analytique complexe P'C x C et T, I'idéal
de O s (ar,0r) engendré par les équations gi, gzz —2,0%°2,7 — x, g;”, g—i —1,0%z.

On va commencer par vérifier que I'idéal Zs est un groupoide d’ordre 2 sur M, qu’il engendre donc
un D-groupoide et que ce D-groupoide est un majorant, dans le sens de la définition 1.2.43, du
D-groupoide de Galois Gal(1) de ’équation. On montrera ensuite que ce majorant est minimal,

c’est-a-dire qu'il est égal & Gal(1).

On vérifie d’abord que l'idéal 75 est un groupoide d’ordre 2 sur M. On a montré a la sec-
tion 1.2.2 du chapitre 1 précédent que Qs est un groupoide d’ordre 2. Il reste donc a vérifier les
conditions (7), (ii) et (iii) de la définition 1.2.23 sur les générateurs = — z, %, % —1,0%7 de . On
a par exemple (toujours a l'aide des calculs de la section 1.2.2) :

C*(i' — .%') =Z—x= (i‘ — [I_3> + (3_3 — .%') S ZQ@OJ;(M,M) + O];(M,M)(gz.g,

e(z—x)=x—x=0,

i"(T—w)=2—-2=—(T—x) €, ) )

H(E-D=EE+RE - 1=F+5G - D+ 5 - 1€L®O0guum + Osonm @I,
F(Z-1)=1-1=0,

Z*(%— )75 17_17_5 182(82 )+5 lg;gxez'g.

Les calculs sur les autres générateurs 6—2" et 0?Z sont similaires & ceux, déja effectués a la section

1.2.2, sur les équations % et 0%z.

On note VI’ le systéme différentiel réduit engendré par Zo. D’aprés le théoréme 1.2.40, c’est un
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D-groupoide sur M. Ses solutions convergentes sont exactement les solutions convergentes de 7o,
c’est-a-dire les germes de difféomorphismes locaux de M de la forme (z,z) — (az,x), avec a € C*.

L’idéal VT’ est donc un D-groupoide sur M qui contient les éléments de la dynamique Dyn(1)
de I'équation z(qz) = x(2).
Aussi, comme le D-groupoide de Galois Gal(1) est le plus petit D-groupoide sur M, dans le sens
de la définition 1.2.43, contenant Dyn(1) parmi ses solutions, on a linclusion vZ’ C Gal(1), et
donc, du point de vue des solutions Dyn(1) C sol(Gal(1)) C sol(v/T'). Le D-groupoide VI’ est un
majorant, dans le sens de la définition 1.2.43, du D-groupoide Gal(1).

Montrons qu'il y a égalité entre les D-groupoides vZ’ et Gal(1). Soient a et b deux points
de M de coordonnées locales (z4, z4) et (24, xp).
Soit £ une équation de la fibre Gal(1) (4. L'équation E, d’ordre noté r, est de la forme

0z 0z O 0%

E 7 p. - 22 = 22
(22,22, 0z’ 0x’ 0z’ Ox’

6 1,0%,0%z,...,0"2,0" %)
La dépendance en les variables source et but est holomorphe et la dépendance en les variables

qui représentent les dérivées partielles évaluées en le point source est polynomiale. On peut donc
considérer ' comme un élément de 'anneau de polynémes

0z 0z 0r Ox

- o —1 2= 2 — T — T —
az’ﬁaz’ﬁz’@x’é ,0°2,0°%,...,0"z,0"%

C{z— 24, — Tq,Z — 25, T — Tp}

On rappelle que § = %% — %% Donc, quitte & multiplier £ par une puissance positive de 'in-
versible §, on peut supposer que E n’ait pas de puissance de  au dénominateur.

Par des divisions euclidiennes successives de E puis de ses restes, par les polyndémes unitaires
%, % —1,0%2,0°z,...,0"2,0"Z, on obtient une équation F1(z,x, 2, T, %) € Gal(1)(q,), qui ne dé-
pend que des variables z,z, Z, T, % et telle que £ = E1 mod (VZI') (4 )

Ensuite, par deux divisions de Weierstrass succesives (données par le lemme 1.2.29) de E; puis de
son reste par T —x puis ,?— % —Zz, on obtient une équation Fs(z, x, %) € Gal(1)(q,), qui ne dépend
que des variables z, z, % et telle que By = Ey mod (VZ')(q)-

Les éléments de Dyn(1) = {(z,2) — (¢"z,7)} sont solutions de Gal(1) et donc de E3. On
considére maintenant F9 comme un polynéme en la variable %. L’évaluation de ses coefficients en
un point source (zp, xo) d'un ouvert de définition de Eo donne un polynéme FEs(zp, o, %) a coef-
ficients dans C en l'indéterminée % qui est annulé par toutes les puissances ¢¥, pour tout k € Z.
Ce polynéme est donc nul, et ses coefficients sont donc nuls. Aussi, les coefficients de 1’équation
F, considérée comme un polyndéme en la variable %, sont nuls sur un ouvert de définition de Fs
et donc Fy = 0. Les fibres des idéaux Gal(1) et VI’ coincident. On a donc Gal(1) = v/, et bien
entendu, sol(Gal(1)) = sol(v/T'). O

Remarque 2.3.3. L’déal Iy est différent de l’idéal de (’)Jg(pl(CXQpl(CX(c) engendré par les seules
équations %, %, Z% —Z,% —x, qui a pourtant les mémes solutions convergentes que Zs. Ces
deuz idéauz sont des groupoides d’ordre 2 sur P'C x C et engendrent le méme D-groupoide, qui est
donc Gal(1).

J’ai préféré présenter le D-groupoide de Galois Gal(1) comme le D-groupoide engendré par [idéal
Is, parce que c’est un groupoide d’ordre 2 formellement intégrable.
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2.3.2 Etude de quelques exemples élémentaires

La méthode utilisée pour calculer explicitement le D-groupoide de Galois de 1’équation des
constantes x(gz) = x(z) permet d’étudier les D-groupoides de Galois d’exemples simples d’équations
aux g¢-différences.

On présente ici les résultats, remarques et questions ainsi obtenus. Bien entendu, on ne reprendra
pas tous les arguments avec autant de détail que dans la preuve de la proposition 2.3.2, on insistera
seulement sur les particularités de chaque exemple.

l

L’équation x(qz) = ¢'z(z) du caractére 2!, avec | € Z

Soit [ € Z. D’aprés I'exemple 2.2.2, les éléments de la dynamique de I'équation x(qz) = ¢'z(2)

sont les germes des diffsomorphismes de P'C x C de la forme (z,2) — (¢*z, ¢"*x).

Proposition 2.3.4. Le D-groupoide de Galois Gal(q') de léquation z(qz) = ¢'z(2) est le D-

groupoide sur P'C x C engendré par le groupoide d’ordre 2 :

9z, oz

0z 0z _ .o 0T OT a2
< z,0° z, 0%z, (Oz)l 69@> - OJ;(PICxC,PICxC)

R A P

Ses solutions sol(Gal(q')) sont les germes des difféomorphismes de P'C x C de la forme (z,z)
(az,olz), avec o € C*.

Démonstration. La preuve de cette proposition est similaire & la preuve de la proposition 2.3.2.
Certains calculs sont bien entendu un peu différents, mais ils ne demandent aucune technique autre
que celle déja développée.

Ce résultat est aussi un cas particulier du calcul plus général du D-groupoide de Galois d’un systéme
aux g-différences linéaire de rang n a coefficients constants, qui sera fait dans le chapitre 4. ]

Les équations des caractéres z(qz) = ax(z), avec a € C*

Soit @ € C* fixé. Les éléments de la dynamique de I’équation des caractéres x(gz) = ax(z) d’ex-
posant a € C* fixé, sont les germes des diffSomorphismes de P'C x C de la forme (z, x) — (¢*z, a*x).

On note R, = {(Ao, \1) € Z? : ¢* =aM}.

Proposition 2.3.5. Le D-groupoide de Galois Gal(a) de l’équation des caractéres x(qz) = ax(z)
est le D-groupoide sur P'C x C engendré par le groupoide d’ordre 2 :

0z 0% _ .o 0T O _ o 0Z 0T
<6:c’ 5.7 z,0°2, 9 00" z,0%z, (@)AO - (%)Al ; (Ao, A1) € Ra> C Oz (picxc,PLCXC)

Ses solutions sol(Gal(a)) sont les germes des difféomorphismes de P'C x C de la forme (z,z) +
(az, Bz), avec o, B € C* tels que o = B, pour tout couple (Mg, A1) € Ra.

Démonstration. Ce résultat est un cas particulier du calcul plus général du D-groupoide de Galois
d’un systéme aux g¢-différences linéaire de rang n & coefficients constants, qui sera fait dans le
chapitre 4. O

On explique maintenant comment déterminer, selon I'exposant a € C*, ’ensemble R, des couples
(Mo, A1) € Z2 tels que ¢*° = a™ puis 'on précise le résultat de la proposition 2.3.5 précédente selon
I'exposant a.

Soit 7 € C tel que ¢ = €*™7. L’image de la décomposition C = R @ R7 par la projection e*™
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est le produit C* = U x ¢¥, avec U = {z € C*;|z| = 1}.
Si 'on note a = wuqeq¥%, avec u, € U et y, € R, 'unique décomposition de a dans le produit
C*=Uxg®, ona

Ra={(Mo, M) €Z : u)' =1, Ao = Mya}

Aussi, pour que R, ne soit pas réduit a {(0,0)}, il faut (et il suffit) que u, soit une racine de l'unité,
et que y, € Q.

On suppose donc que a € fiooq@, avec fioo ensemble des racines de 'unité. On note d € N*
Pordre de u, et (pa,qa) € Z x N* tels que ¥4 = Pu/qa €t Do N @o = pged(pa,qq) = 1. On note
d' =d/(d A q,). Alors, 'ensemble R, est le sous-Z-module Z(p,d’, q,d’) de Z2.

Dans ce cas, les solutions du D-groupoide de Galois de I'équation x(gz) = az(z) sont les germes des
diffeomorphismes de P!C x C de la forme (z,z) — (az, ua?/ ix), avec @ € C*, u une racine d’-éme
de Punité et aP*/% une racine g-éme de aPe.

Sia ¢ peoq?, Uensemble R, est réduit a {(0,0)} et les solutions du D-groupoide de Galois de I’équa-
tion x(qz) = az(z) sont les germes des diffSomorphismes de P!C x C de la forme (z,z) — (az, fz),
avec a, 3 € C*.

Le systéme X (¢qz) = SX(z)

Le systéme aux g-différences linéaire X (qz) = SX(z), défini par la matrice semi-simple S =
( tha ), est obtenu par vectorialisation de 1’équation aux g¢-différences linéaire z(g?z) — (1 +
q)z(z) + ¢ = 0, qui elle-méme est 'équation linéarisée de z(qz) = z(z) + z.

D’aprés lexercice 2.2.7, les éléments de la dynamique du systéme X (¢z) = SX(z) sont les germes
de difféomorphismes locaux de P'C x C? de la forme (2, X) ~ (¢*z, = ( O C )X)

1—q 1-g" " —q

Proposition 2.3.6. Le D-groupoide de Galois Gal(S) du systéme X(qz) = SX(z) est le D-
groupoide sur P1C x C? engendré par le groupoide d’ordre 2 :

0z 90z _ 5, 0X 0X oo 0X) 1-q%
gz %2, _ 92 P x _X,0°% - z
<8x’8zz S0 X X 5%, ( 1—q |’

0X, (aE-1D\ oXy [(1-F\ 90Xy 0z (% -4 co
8X2 1 _ q ) aXl 1 _ q ’ 8X2 az 1 _ q J;(Pl(CX(C,PICX(C)

Ses solutions sol(Gal(S)) sont les germes des difféomorphismes de P'C x C? de la forme (z,X)
(az, 7= (429 oV )X), avec a € C*.

71_q l1—-« a—q

Démonstration. La preuve de cette proposition est similaire & la preuve de la proposition 2.3.2. [

Les éléments de la dynamique de I'équation x(gz) = x(2)+ 2 sont les germes de difféomorphismes
locaux de P!C x C de la forme (z,z) — (¢*z, z + %z).

Proposition 2.3.7. Le D-groupoide de Galois de l’équation x(qz) = x(z) + 2z est le D-groupoide
sur P1C x C engendré par le groupoide d’ordre 2 :

0z 0z _ o_ _ _, Oz _
<8a;’ 5.0 2,0°%,(1—q)(z —2) — (2 — 2), 9 1,32$> C Oz (picxc,PLeXC)
Ses solutions sont les germes des difféomorphismes de P1C x C de la forme (z, ) — (az, z+ ll_f‘;‘z),

avec o € C*.
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Démonstration. La preuve de cette proposition est similaire a la preuve de la proposition 2.3.2.
On précise que cette proposition ne se déduit pas de la proposition 2.3.6 : le calcul se fait directement
a partir de I’équation linéaire avec second membre z(gz) = z(z) + . O

L’équation du logarithme z(gz) = z(z) + 1

Par linéarisation, puis vectorialisation, ’équation du logarithme x(gz) = x(z) + 1 donne le sys-
téme aux g-différences X (¢z) = LX(z), défini par la matrice unipotente L = ( 1 ' ).

D’aprés l'exercice 2.2.5, les éléments de la dynamique du systéme X (¢z) = LX(z) sont les germes
des diffsomorphismes de P'C x C? de la forme (z, X) — (¢*z, ( YRR )X)

Proposition 2.3.8. Le D-groupoide de Galois Gal(L) du systéme X(qz) = LX(z) est le D-
groupoide sur PYC x C? engendré par le groupoide d’ordre 2 :

0z 9z, OX 0X . o . 0Xi 0Xa . 0Xi 0X» 0Ky 0%
9z 92, 9% 9% x _x,02x, 901 _0%2 1
<aX’ g:° =0 XX T, Vax, Taxa ax, T ax, >

C Oz (prexce,pioxce) et ses solutions sont les germes de difféomorphismes de PICxC? de la forme
(z,X)— (az, (57 7% )X), avec a € C*, B € C.

Démonstration. On suit les étapes de la preuve de la proposition 2.3.2. On montre de fagon similaire
que l'idéal de O J3(P1CxC2,P1CxC?) Proposé est un groupoide d’ordre 2 et qu'’il engendre un majorant
du D-groupoide de Galois Gal(L) du systéme X (¢qz) = LX (2).

Ensuite, on montre que toute équation de Gal(L) est congrue modulo ce majorant & une équation
de Gal(L) de la forme E(z, X, %, g—i%). Pour tout point source (zp, Xp) d’un ouvert de définition
de E, on obtient un polynéme E(zg, X, %, g—%) annulé par la famille de points (¢*, k).

Il reste donc & montrer qu’il n’existe pas de relation algébrique non triviale vérifiée par cette famille
de points. Ceci est un argument sur la structure des groupes algébriques commutatifs, qui sera

rappelée au chapitre 4. On sait que le sous-groupe algébrique de GL3(C) engendré par les matrices

¢ 0 0
0 1 k
0 01

admet pour seuls sous-groupes algébriques propres C* et C.

Je ne développe pas plus cet argument car le résultat de la proposition 2.3.8 est un cas particulier
du calcul plus général du D-groupoide de Galois d’un systéme aux g¢-différences linéaire de rang n
a coefficients constants, qui sera fait dans le chapitre 4. O

Les éléments de la dynamique de I'équation du logarithme x(gz) = x(z) 4+ 1 sont les germes des
diffsomorphismes de P'C x C de la forme (z, ) — (¢*z,z + k).

Proposition 2.3.9. Le D-groupoide sur P'C x C engendré par le groupoide d’ordre 2 :

0z 0z _ o Or Ox -
<8.%', %Z - 2,822, &7 % -1, 62$> - OJ;(Pl(CX(C,Pl(CX(C)

est un majorant, dans le sens de la définition 1.2.43, du D-groupoide de Galois de l’équation du
logarithme x(qz) = z(z) + 1.

Ses solutions sont les germes des difféomorphismes de P'C x C de la forme (z,z) — (az,z + 3),
avec € C*, € C.
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Démonstration. La preuve de cette proposition est similaire a la premiére partie de la preuve de la
proposition 2.3.2. 0

Remarque 2.3.10. Je conjecture que le majorant donné par la proposition 2.3.9 précédente,
pour le D-groupoide de Galois de I’équation du logarithme x(gz) = x(z) + 1, est exactement le
D-groupoide de Galois.

Cependant, la réduction d’une équation du D-groupoide de Galois, modulo les équations du majo-
rant, donne une équation de la forme E(z, z, Z, %). Pour un point quelconque (a,b) € (P'C x C")2,
il existe au plus un germe de difféomorphisme local (z,z) +— (¢°z,z + k), de la dynamique de
léquation z(qz) = x(z) + 1, dont la source est a et le but est b. Ce fait m’empéche ici de conclure
que l’équation F restante est nécessairement nulle.

L’équation z(qz) = —qzx(z) de 0,

D’aprés 'exemple 2.2.2; les éléments de la dynamique de I'équation z(qz) = —gzx(z) sont les
k(k+1)
2

germes des difféomorphismes locaux de P'C x C de la forme (z,x) +— (¢*z, (—1)¥q k).

l

On remarque que tout mondéme m(z) = cz', avec ¢ € C et | € Z, vérifie ’équation différen-

tielle zm/(z) .
( m(z) ) -

m(z2)m/(z) + zm(z)m” (z) — zm/(2)? = 0

que l'on récrit

Les éléments de la dynamique Dyn(—gz) sont donc solutions de I’équation

9%z 0% Bz 0z 9%z \?
— t i — %
020x Ox 0220z Ox 020x

Aussi, on aimerait arriver & montrer que 1'idéal

(02,05 g PTon  Ppow . Pz oz 0%\
3TN\ 0r %02 09 022 05 V020005 | C 0220201\ 0201

de OJB*(PHCXQPMCX@) est un groupoide d’ordre 3 sur P'C x C.

Cependant, je ne parvient pas a calculer, méme partiellement, les dérivées partielles troisiémes
de I'inverse d’un 3-jet en fonction des coordonnées locales du 3-jet, et montrer ainsi que l'idéal 73
est un groupoide d’ordre 3.
On remarque seulement que les solutions convergentes du systéme différentiel 73 sont les germes de
diffeomorphismes locaux de P'C x C de la forme (z,z) — (az, 327x), avec a, 3 € C* et v € C. On
vérifie facilement que ces solutions forment un sous-groupoide ensembliste de Aut(P'C x C), mais
ce n’est pas suffisant pour affirmer que 1'idéal 73 est un groupoide d’ordre 3.

L’idéal 73 est construit de sorte que les éléments de la dynamique Dyn(z) en soient des so-
lutions convergentes. Cela est confirmé par le calcul. Aussi, si effectivemment 'idéal 73 est un
groupoide d’ordre 3 sur P'C x C, ce que je conjecture, le D-groupoide \/’]T?)’ qu’il engendre est un
majorant, dans le sens de la définition 1.2.43, du D-groupoide de Galois Gal(—qz) de I’équation
x(qz) = —qzx(z) de b,.
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Chapitre 3

Un majorant pour le D-groupoide de
(zalois d’un systéme aux g-différences
linéaire

Le D-groupoide de Galois d’une équation différentielle non linéaire est, essentiellement, la D-
enveloppe de son groupoide ensembliste d’holonomie, et donc une adhérence de Zariski® d’un objet
transcendant qui représente sa dynamique. En ce sens déja, et par exemple par analogie au théoréme
de Schlesinger, c’est un objet de nature galoisienne.

La définition du D-groupoide de Galois d’une équation différentielle donnée dans [?]| est aussi
justifiée par le fait que le D-groupoide de Galois d’un systéme différentiel linéaire redonne une
description du groupe de Galois différentiel du systéme. La comparaison du D-groupoide de Galois
d’un systéme différentiel linéaire avec la définition tannakienne de son groupe de Galois différentiel
est exposée dans [?], et le lien de ce D-groupoide avec I'extension de Picard-Vessiot du systéme est
donnée dans [?].

La premiére étape de la preuve de [?] consiste & mettre en évidence un majorant du D-groupoide
de Galois. C’est le D-groupoide qui rend compte de la structure linéaire transverse du feuilletage
défini par le systéme différentiel linéaire. Cette majoration permet de montrer que les solutions du
D-groupoide de Galois qui fixent les transversales correspondent aux éléments d’un groupe algé-
brique qui contient la monodromie de I’équation. La seconde étape de la preuve consiste & montrer
que ce groupe algébrique est le groupe de Galois différentiel du systéme.

La définition d’un D-groupoide de Galois pour les systémes aux ¢-différences, proposée dans
le chapitre 2 précédent, est, comme dans le cas différentiel, la D-enveloppe d’un groupoide en-
sembliste qui représente la dynamique du systéme. Il faut maintenant justifier cette définition en
étudiant le D-groupoide de Galois d’un systéme aux g-différences linéaire, et montrer qu’il redonne
le groupe de Galois du systéme.

Dans ce chapitre, on va mettre en évidence un majorant pour le D-groupoide de Galois d'un
systéme aux g-différences linéaire, qui rend compte de la forme particuliére des éléments de la dy-
namique d’un tel systéme. Bien que la situation soit différente du cas différentiel, le calcul de ce
majorant permet ensuite, en considérant les solutions du D-groupoide de Galois qui fixent les trans-
versales, d’obtenir un groupe, candidat a redonner le groupe de Galois de 1’équation.

Avant de considérer les systémes aux g¢-différences linéaires, on va commencer par décrire un
majorant pour le D-groupoide de Galois d’un systéme aux g¢-différences quelconque, et donc éven-
tuellement non linéaire.

i . A . . Lt A . P
L’expression « adhérence de Zariski » doit ici étre interprétée dans un sens large.
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Ensuite, on va décrire un majorant pour le D-groupoide de Galois d’un systéme aux g-différences
linéaire. Grace a ce majorant, on va montrer que pour un tel systéme, les solutions sont naturelle-
ment définies au voisinage de transversales de P'C x C".

Cette propriété des solutions va permettre, en considérant les solutions du D-groupoide de Ga-
lois qui fixent les transversales, d’associer un groupe & chaque transversale. On va le calculer sur
quelques exemples.

Pour finir, on va mettre en évidence, pour les systémes aux g¢-différences linéaires a coeflicients
constants, un majorant plus fin, grace auquel on montrera que le groupe associé a chaque transver-

sale est un sous-groupe algébrique de GL,(C).

3.1 Le majorant v/ Q'

Une équation différentielle a priori non linéaire définit un feuilletage, c’est-a-dire une structure
géométrique particuliére sur I'espace des phases. Le groupoide d’invariance de cette structure en-
gendre un D-groupoide sur cet espace, qui est un majorant du D-groupoide de Galois. 2
Ce majorant est le groupoide des automorphismes du feuilletage, c’est-a-dire le groupoide des germes
de difféomorphismes locaux qui laissent globalement invariantes les feuilles du feuilletage, tout en les
permutant de fagon arbitraire. Il contient donc bien les transformations d’holonomie du feuilletage.

On propose ici un majorant naturel pour le D-groupoide de Galois d’un systéme aux g-différences
a priori non linéaire. On peut le considérer comme un analogue du groupoide des automorphismes
du feuilletage du cas différentiel. Il rend compte de la forme particuliére des éléments de la dyna-
mique d’un systéme aux g-différences.
Ce majorant est le D-groupoide v/Q/, défini sur P'C x C”, que 'on a utilisé pour illustrer les défi-
nitions du chapitre 1. Il est défini, en tant que D-groupoide, dans I'’exemple 1.2.39. On le reprend
ici dans le cadre de notre étude.

Tout d’abord, que signifie, intuitivement, la mise en évidence d’un majorant, dans le sens de la
définition 1.2.43, pour le D-groupoide de Galois d’un systéme aux g-différences ?
Du point de vue des équations, cela signifie que ’on met en évidence des équations vérifiées par les
éléments la dynamique, qui préservent la structure de goupoide ensembliste de la dynamique, et
qui sont donc des équations du D-groupoide de Galois. Cependant, elles ne donnent peut-étre pas
toutes les contraintes algébriques et différentielles vérifiées par les éléments de la dynamique, et ne
définissent donc peut-étre pas le D-groupoide de Galois tout entier.
Du point de vue des germes de difféomorphismes locaux, on obtient, en considérant les solutions
du majorant, un groupoide ensembliste qui contient les éléments de la dynamique du systéme, et
qui contient aussi les solutions du D-groupoide de Galois. Cependant, il contient peut-étre plus de
solutions que le D-groupoide de Galois.

On rappelle que la dynamique Dyn(F) d’un systéme aux g¢-différences X (gz) = F(z, X (z))
a priori non linéaire de taille n est le groupoide ensembliste sur P!C x C" engendré par les difféo-
morphismes locaux de la forme (z, X) — (gz, F(z,X)). Aussi, les éléments de Dyn(F') sont de la

2Dans [?], les D-groupoides considérés proviennent toujours de groupoides d’invariance de structures différentielles.
D’ailleurs, Casale montre dans [?] que tout D-groupoide transitif sur un disque de C™ est le groupoide d’invariance
d’une famille de structures géométriques méromorphes.
Dans cette thése, nous n’avons pas adopté ce point de vue parce que, contrairement au cas différentiel pour lequel
des structures géométriques naturelles interviennent (feuilletage par exemple), les équations aux ¢-différences ne
définissent a priori pas de structure géométrique déja identifiée.
On pourrait a posteriori définir les structures géométriques sous-jacentes aux D-groupoides qui interviennent dans
ce travail. Cependant, cette information correspond essentiellement & la donnée d’un générateur différentiel du D-
groupoide.
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forme
(2, X) = (¢°2,%)

La premiére composante de ces difféomorphismes locaux est indépendante de la variable X et dépend
linéairement de la variable z. Aussi, on a la :

Proposition 3.1.1. Le D-groupoide v/Q' engendré sur P'C x C™ par le groupoide d’ordre 2 :

0z 0z _ a2-
Qs = <8X’ @Z EZ 32Z> - OJ;(PICan,PICan)

est un majorant, dans le sens de la définition 1.2.43, du D-groupoide de Galois Gal(F') d’un systéme

auz q-différences X (qz) = F(z,X(2)) de taille n.

Ses solutions sfol(\/ Q') sont les germes des difféomorphismes locauz de PIC x C" de la forme

(2, X) — (az, X (2,X)), avec a € C* et X quelconque.

Démonstration. On a montré dans la partie 1.2.2 du chapitre 1 que I'idéal Qs est un groupoide
d’ordre 2 sur P'C x C". Ses solutions sont les germes des difféomorphismes locaux de P'C x C" de
la forme (2, X) — (az, X(z,X)), avec a € C* et X quelconque, et contiennent donc les éléments
de la dynamique Dyn(F) du systéme. Aussi, le D-groupoide v/Q' engendré sur P'C x C" par Qs

est un majorant du D-groupoide de Galois Gal(F'). O
On a:

VQ' C Gal(F)
et

Dyn(F) C sol(Gal(F)) C sol(v/Q')

3.2 Le majorant v/ Lin’

Une équation différentielle linéaire définit sur I’espace des phases un feuilletage avec structure
linéaire transverse. Le groupoide d’invariance de cette structure engendre un D-groupoide sur cet
espace, qui est un majorant du D-groupoide de Galois.

De fagon analogue, on propose ici un majorant naturel pour le D-groupoide de Galois d'un
systéme aux g-différences linéaire. Il rend compte de la forme particuliére des éléments de la dyna-
mique d’un tel systéme.

On décrira les propriétés du D-groupoide de Galois d’un systéme aux ¢-différences linéaire que ce
majorant permet de mettre en évidence.

Pour cette partie, on considére un systéme aux g-différences linéaire rationnel X (¢z) = A(z) X (2),
avec A(z) € GL,(C(2)).

3.2.1 Le majorant v/ Lin/

Selon la définition 2.2.1, les éléments de la dynamique Dyn(A(z)) du systéme aux g¢-différences
linéaire X (gz) = A(2)X(z) sont les germes des difféomorphismes locaux de P'C x C" de la forme

(2, X) = ("2, Ak(2)X)

La premiére composante de ces difféomorphismes est indépendante de la variable X et dépend
linéairement de la variable z. La deuxiéme composante de ces difféomorphismes est linéaire par
rapport a la variable X. Aussi, on a la :
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Proposition 3.2.1. Le D-groupoide v/ Lin' engendré sur P'C x C" par le groupoide d’ordre 2 :

. 0z 0z _ ., 0X _ 0*X
Ling = <8X’ 5.5 z,0%z, 87X - X, 8X2> C Oz (prcxCn,PICXCH)

est un majorant, dans le sens de la définition 1.2.43, du D-groupoide de Galois Gal(A(z)) du systéme

auz q-différences X (qz) = A(2) X (2).

Ses solutions sol(v/Lin') sont les germes des difféomorphismes locauz de P'C x C" de la forme

(2, X) — (az,0(2)X), avec o € C* et localement, 3(z) € GL,(C) pour tout z.

Démonstration. On a montré dans la partie 1.2.2 du chapitre 1 que Qs est un groupoide d’ordre 2.
On montre de facon analogue que les générateurs %X —Xet % de Ling vérifient les conditions
(i), (ii) et (iii) de la définition 1.2.23. Aussi, I'idéal Ling de O s (picxcn, piexcn) est un groupoide
d’ordre 2 sur P'C x C".

Les solutions de Ling sont les germes des difféomorphismes locaux de P1Cx C" de la forme (z, X)
(az,B(2)X), avec a € C* et localement, 3(z) € GL,(C) pour tout z. Elles contiennent donc les
éléments de la dynamique Dyn(A(z)). Le D-groupoide v/£in/ engendré par Ling sur P!C x C" est
donc un majorant du D-groupoide de Galois Gal(A(z)). O

On a:
VO C VLin' C Gal(A(z))

et

Dyn(A(z)) C sol(Gal(A(z))) C sol(VLin') C sol(v/Q')

Remarque 3.2.2. On considére une solution convergente de v/ Lin/, c’est-a-dire, précisément, un
germe en un point a@ = (2,4, X,) € P!C x C" d’un difféomorphisme local g de P!C x C" de la forme
(2,X) +— (az,B(2)X). On considére un voisinage ouvert A de z, dans P'C sur lequel la matrice
est bien définie et inversible, c¢’est-a-dire sur lequel 3 se prolonge en une matrice 5 € GL,(O(A)).
On considére les « tubes » Ty = A x C" et Ty = aA x C" de P'C x C", et le difféomorphisme
g : Ts — T, bien défini par (z,X) — (az, (2)X).

Alors, d’aprés la proposition 3.2.1 précédente, tout germe de § en un point quelconque de T est
encore, de par sa forme, une solution du D-groupoide v Lin'. La solution g est donc naturellement
définie au voisinage de la transversale {z,} x C" de P1C x C".

Aussi, les solutions de v/ Lin’ sont naturellement définies au voisinage de « transversales » de
PIC x C™.

3.2.2 Réduction des équations de Gal(A(z)) modulo v Lin/

Le majorant v/ Lin’ du D-groupoide de Galois Gal(A(z)) est engendré par des équations trés
simples. Cela permet de réduire modulo v/ Lin/ les équations de Gal(A(z)) a des équations ne
dépendant plus que de certaines variables.

Proposition 3.2.3. Soit (a,b) € (P!C x C") x (P'C x C"). Soit un entier r > 2. Pour toute
équation B € (Gal(A(2))r)(ap), il existe un inversible u € (OJ:(PlCXCn’Pl([:XCn))(Xa pys une équation
L e (VLin');)(ap), et une équation By € (Gal(A(2))r)(p) ne dépendant que des variables indiquées
ci-dessous, tels que :

0z 90X 0°X orxX )
1027 0X 020X 92r10X

uFE =L+ Ei(z, X
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Démonstration. Soit E une équation de (Gal(A(2))r)(ap)- L'équation E est donc un élément de
I’anneau

0z 0z 0X 0X

1 922 92 = Aar Yy
5o s oy OROX,. 020X

(C{z — 20, X — Xo,Z— 25, X —Xb}
On rappelle que § représente le jacobien des jets donc c¢’est un polynéme en les coordonnées qui
représentent les dérivées partielles d’ordre 1 des jets. Soit donc u une puissance de § de sorte que
uwFE n’ait pas de puissance de § au dénominateur.
Ensuite, on effectue les divisions euclidiennes successives de uE puis de ses restes par les polynémes

unitaires 9?47 et % pour s > 0, puis par les polynomes 3 @ et az 882(9)§(X On obtient
une équation E' € (Gal(A(2))r)(qp) telle que uE = E' mod ((\/Ez n')r)(ap) €t B’ ne dépend plus
que des variables z, X, 2z, X, %, g%, 8‘9;8)%, cee 8z?ifi9X'

On effectue successivement les divisions de Weierstrass (données par le lemme 1.2.29) de E' puis de
ses restes par les polynomes z — %z et X — %X. On obtient une équation Ey € (Gal(A(2))r)(a,p)
telle que ' = F1 mod ((vV£in');) () et E1 ne dépend plus que des variables

0z 90X 0°X 03X o X

x & 92
S 0X 920X 020X 910X

3.2.3 Les solutions de Gal(A(z))

Toute solution convergente de Gal(A(z)) est une solution convergente de v/ L£in’. On va montrer
que les solutions de Gal(A(z)) sont, comme les solutions de v/ Lin/, naturellement définies au voisi-
nage de « transversales » de P'C x C".

Soit (a,b) = (2a, Xa, 25, Xp) € (P'C x C*)2. Un germe en (a,b) de solution convergente de
Gal(A(z)) est la donnée d’un germe de difféomorphisme local g : (P'C x C",a) — (P'C x C",b)
tel que pour toute équation E € Gal(A(2))(ap), on a E(y, 9(y), ag(y), ...) = 0 sur un voisinage de
a dans P1C x C".

D’aprés la proposition 3.2.1, le diffécomorphisme local g est de la forme (z, X) — (az, 5(2)X),
avec o € C* et B € GL,(C{z — z4}).

On considére un voisinage ouvert connexe A de z, sur lequel la matrice 3 est bien définie et inver-
sible, c’est-a-dire sur lequel 3 se prolonge en une matrice 5 € GL,(O(A)).

On considére les « tubes » Ty = A x C" et Ty = aA x C" de PIC x C", et le difféomorphisme
g : Ts — T, défini par (2, X) — (az, 5(2)X).

Proposition 3.2.4. Les germes en tous les points de Ts du difféomorphisme § sont des solutions
convergentes du D-groupoide Gal(A(z)).

Démonstration. L’idéal Gal(A(z)) est un D-groupoide donc par définition, pour tout r € N, Iidéal
Gal(A(z))r de Oy« (piexen,pioxcn) est cohérent. Aussi, pour tout point (yo,%o) € (P1C x C™)?,
il existe un voisinage ouvert € de (yo,%0) dans (P'C x C")? sur lequel on a une suite exacte de
(OJ:(PICX(CW,’PICX(CTL))IQ -modules de la forme

(O (prexcn, proxcn ) — Gal(A(z))r — 0
Il existe donc des équations Ef, ..., Ef* de Gal(A(z)), définies sur I'ouvert (2 telles que
(Gal(A(2))r)jq = (O (Prexcrn,prioxen) g B 4.+ (O (prexen,pioxen) g Ef!
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Soit a1 € Ts = A x C™. Soit v : [0,1] — T, un chemin dans T; tel que v(0) = a et y(1) = a;.
Soit {Q, ..., Qn} un recouvrement fini du chemin ([0, 1]) x g(v([0,1])) par des ouverts connexes
Q C (Ts x T) comme ci-dessus.

On suppose que 'ouvert €y contient 'origine (v(0),g(7(0))) = (a,b) du chemin. Les équations
E?O, e ,E{;O sont donc vérifiées par la solution g, c’est-a-dire que E,?O (y,9(y), g—g(y), ...) =0 sur
un voisinage de 9. On a donc, par prolongement analytique, E,?O (y,9(y), g—z(y), ...) =0surla
projection source de £2y. Aussi, les germes du difféomorphisme § en tout point de g sont solutions
de la restriction de Gal(A(z)), a Q.

De proche en proche, on obtient que les germes du difféomorphisme g en tout point de €2 sont
solutions des restrictions de Gal(A(z)), aux ouverts et donc, en particulier, le germe de g au
point a; est solution de Gal(A(z)),. O

Théoréme 3.2.5. Toute solution du D-groupoide de Galois Gal(A(z)) d’un systéme auz q-différences
linéaire X (qz) = A(2)X (z), avec A(z) € GL,(C(2)), est naturellement définie au voisinage d’une
transversale de P'C x C™.

3.3 Le D-sous-groupoide de Galois qui fixe les transversales

Le calcul du majorant du D-groupoide de Galois d’un systéme différentiel linéaire permet de
montrer (¢f [?] proposition 5.3.2. p. 495) que, dans des coordonnées redressantes pour le feuilletage,
les solutions du D-groupoide de Galois qui fixent les transversales sont les germes de difféomor-
phismes locaux de la forme (z,X) — (z,5X), ou [ parcourt un groupe algébrique contenant la
monodromie de I’équation.

Dans cette partie, on va considérer, pour un systéme aux g¢-différences, les solutions de son
D-groupoide de Galois qui fixent les transversales de P'C x C", et le munir d'une structure de
D-groupoide.

On va ensuite montrer que pour les systémes aux ¢-différences linéaires, ce D-groupoide permet
d’associer a chaque transversale de P'C x C", un groupe de solutions candidat & redonner le groupe
de Galois.

On illustrera ces nouvelles définitions sur quelques uns des exemples déja considérés dans le chapitre
2 précédent.

3.3.1 Le D-sous-groupoide de Galois qui fixe les transversales

Parmi les solutions du D-groupoide de Galois Gal(F') d'un systéme aux g-différences X (qz) =
F(z, X(z), les solutions qui fixent les transversales de P1C x C" sont celles qui vérifient 'équation
Z — z. On introduit donc le D-groupoide intersection, au sens du théoréme 1.2.41, du D-groupoide
de Galois Gal(F') et du D-groupoide engendré par I’équation z — z.

Précisons d’abord en quoi 1’équation Z — z engendre un D-groupoide sur P'C x C". On a :
z—2)=2z2—2=2—-2)+(Z—2),€e(z2—2)=z—2=0ceti(z—2) =2z— Zz Aussi, l'idéal
de OJS(Pl(CX(Cn7P1(CX(Cn) engendré par I’équation zZ — z est un groupoide d’ordre 0. On peut donc
considérer le D-groupoide sur P'C x C" engendré par le groupoide (Z — z) d’ordre 0. On notera
\/{Z — 2)" ce D-groupoide. Ses solutions sont les germes des difféomorphismes locaux de P!C x C"
de la forme (2, X) — (z, X(z, X)), avec X quelconque, c’est-a-dire les germes de difféomorphismes
locaux de P'C x C" qui fixent les transversales.

Définition 3.3.1. Soit Gal(F') le D-groupoide de Galois d’un systéeme aux q-différences X (qz) =
F(z,X(z)). On appellera D-sous-groupoide de Galois qui fize les transversales, le D-groupoide in-
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tersection, au sens du théoréeme 1.2.41, du D-groupoide Gal(F) et du D-groupoide engendré sur
PIC x C" par I’équation Z — z. On notera Gal(F) ce D-groupoide intersection.

Ona: -
Gal(F) C Gal(F)

et
sol(acﬁ(F)) C sol(Gal(F))

donc le D-groupoide éb,/l(F ) est un D-sous-groupoide (du point de vue des solutions) du D-

groupoide Gal(F). Les solutions de Gal(F') sont exactement les solutions de Gal qui fixent les
transversales.

Pour un systéme aux ¢-différences, et contrairement au cas différentiel?, les seuls éléments de la
dynamique Dyn(F') qui fixent les transversales, et qui sont donc des solutions de Gal(F'), sont les
germes de ’application identité. Aussi, on a

sol(Gal(F)) N Dyn(F) = {id}

3.3.2 Groupes de solutions de /QEZ(A(Z))

Soit X (qz) = A(z)X(z) un systéme aux ¢-différences linéaire rationnel. Les solutions de son D-
groupoide de Galois Gal(A(z)) sont, d’aprés la proposition 3.2.1, de la forme (z, X) — (az, 8(2)X)
et sont, d’aprés le théoréme 3.2.5, définies au voisinage de transversales de PIC x C™.

D’aprés la définition 3.3.1, les solutions du D-sous-groupoide de Galois Gal(A(z)) qui fixe les trans-
versales, sont les solutions de Gal(A(z)) pour lesquelles o = 1.

Proposition 3.3.2. Soit zg € P'C. Les solutions de aa/l(A(z)) définies au voisinage de la trans-
versale {zp} x C™ forment un groupe qui s’identifie & un sous-groupe de GL,(C{z — zp}).

Démonstration. Toute solution de é?w/l(A(z)) définie au voisinage de la transversale {zp} x C" est
de la forme (z,X) — (z,6(2)X), avec f € GL,(C{z — 2zp}). On va montrer que la structure de
groupoide ensembliste de sol (acﬁ(A(z))) d’une part, et le majorant v/ Lin’ d’autre part, assurent
que I'ensemble des solutions de é\chZ(A(z)) définies au voisinage de la transversale {zp} x C™ forment
un groupe. -

Montrons la stabilité par composition des solutions de Gal(A(z)) définies au voisinage de la trans-
versale {zp} x C". Soient (z, X) — (z,81(2)X) et (2, X) — (z, f2(2)X) deux solutions de aa/l(A(z))
définies au voisinage de la transversale {zp} x C". Alors les germes en (zp,0) de ces applications
sont des solutions de é\a/l(A(z)) et fixent (zp,0). On peut donc composer ces germes et on obtient
le germe en (zp,0) de 'application (z, X) — (z, f2(2)51(2)X).

La propriété 1.2.37 assure que sol(acﬁ(A(z))) est un groupoide ensembliste. Aussi, le germe en
(20,0) de l'application (z, X) — (z, B2(2)B1(z)X) est encore un germe de solution de @(A(z))

A fortiori, ce germe est une solution de Gal(A(z)) et s’étend, d’aprés la proposition 3.2.4, en une
solution de Gal(A(z)) définie au voisinage de la transversale {29} x C". Cette extension reste une
solution de l’équation z — z. Aussi, le diffeomorphisme local (z,X) +— (z,52(2)B1(2)X) est une
solution de @(A(z)) définie au voisinage de la transversale {zp} x C".

La preuve de la stabilité par inversion est similaire.

Les solutions de Gal(A(z)) définies au voisinage de la transversale {zy} x C" forment donc un groupe
et les matrices  qui les définissent forment un sous-groupe de GL,(C{z — zp}). O

3Les transformations d’holonomie qui préservent les transversales du feuilletage correspondent & la monodromie
du systéme.

65



Définition 3.3.3. Le sous-groupe de GL,(C{z—zp}) défini par la proposition 3.3.2 précédente sera
appelé groupe de solutions au-dessus de zy, ou groupe de solutions associé a la transversale {zp} x C™

et sera noté Soly, (aa/l(A(z)))

3.3.3 Exemples

Nous allons calculer le D-sous-groupoide de Galois qui fixe les transversales de systémes aux
g-différences linéaires déja considérés dans le chapitre 2. On calculera aussi le groupe de solutions
associé a chaque transversale.

L’équation des constantes x(qz) = z(z2)

Proposition 3.3.4. Pour l’équation des constantes x(qz) = z(z), le D-sous-groupoide de Galois
qui fize les transversales est é?q/l(l) = kere*.

Ses solutions sont les germes de ’application identité def/l(C x C.

Pour tout point zg € P'C, le groupe de solutions Sol.,(Gal(1)) associé¢ a la transversale {z} x C

est réduit a {1} C C* C GL1(C{z — 20}).

Démonstration. L’équation  —x est dans Gal(1) donc les équations T —x et Z — z sont dans é;z/l(l).
Aussi, étant donné les générateurs de ker e* exhibés a la proposition 1.2.30, et parce que gal (1) est
un idéal différentiel, on a I'inclusion ker e* C gal( ). D’autre part, I'idéal Gal (1) est un D-groupoide
donc, d’aprés la définition 1.2.35, on a Dinclusion Gal(1) C ker e*.

Les solutions de @\a/l(l) = ker e* sont, toujours d’aprés la proposition 1.2.30, les germes de 'appli-
cations identité. Aussi, pour tout point zy € P'C, le groupe de solutions associé a la transversale
{20} x C est réduit a {1} € C* € GL1(C{z — z0}). O

l

L’équation z(qz) = ¢'z(z) du caractére 2!, avec | € Z

Proposition 3.3.5. Pour l’équation x(qz) = ¢'x(2), le D-sous-groupoide de Galois qui fize les
transversales est éz;l(ql) ker e*.4

Ses solutions sont les germes de Uapplication identité de/]il(C x C.

Pour tout point zg € P'C, le groupe de solutions Sol,,(Gal(¢!)) associé¢ & la transversale {z} x C

est réduit a {1} C C* C GL1(C{z — 20}).

Démonstration. Le D-groupoide acﬁ( 1) contient 1"quation Z—z, et donc, par dérivation, I’équation

gz 1. D’autre part, il contient I’équation (%) — 2. Par division euclidienne de cette derniere

équation par le polyndme unitaire gz 1, on obtient dans gal( 1) I'équation am
D’autre part, on a aussi dans gal (q ) 'équation 2 B Tr — Z, et donc par division euclidienne de cette
derniére par le polynéme unitaire 8—; — 1, on obtient dans Qal( 1) I'équation  — . On conclut

ensuite comme dans la preuve de la proposition 3.3.4 ci-dessus. O

L’équation des caractéres x(qz) = az(z), avec a € C*

On reprend, sans les écrire de nouveau, les notations qui suivent la proposition 2.3.5 et qui
permettent de la préciser, selon que a € fiooq? ou que a & fiooq”.

On suppose d’abord que a & psog?.

4L’équation aux ¢-différences o,z = ¢'z est rationnellement équivalente, via la transformation de jauge z' de 1 vers
q¢', a Péquation aux g-différences oqx = x. Elles ont le méme D-sous-groupoide de Galois qui fixe les transversales.
On discutera au chapitre 5 de l’effet d’une transformation de jauge sur le D-groupoide de Galois, et sur le D-sous-
groupoide de Galois qui fixe les transversales, d'un systéme aux g-différences linéaire.
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Proposition 3.3.6. Pour l’équation des caractéres x(qz) = ax(z), avec a € pooq”, le D-sous-
groupoide de Galois qui fize les transversales est le D-groupoide Gal(a) engendré par le groupoide
d’ordre 2 : 55 o3 9% o
z 0z T 0T
Ty, 2 1,0%2, 2 e —2,0%T ) C O
< ax az 82 8:6 > J2 (Pl(CX(C,Pl(CX(C)

Ses solutions sol(@/l(a)) sont les germes des difféomorphismes de P'C x C de la forme (z,1) +
(z,0z), avec f € C*.

Pour tout point zg € P'C, le groupe de solutions Sol., (é?z/l(a)) associé a la transversale {zp} x C
est le groupe C* C GL1(C{z — 20}).

Démonstration. D’aprés la proposition 2.3.5, toutes les équations génératrices g—f, %az —Z,0°F pro-
posées ci-dessus sont dans Gal(a).

Si a & puq”, le Z-module R, est réduit a {(0,0)}. Aussi, réciproquement, toutes les équations géné-

ratrices de Gal(a) données dans la proposition 2.3.5 se réduisent, modulo 1/(Z — 2)’, en I'une des
équations de la proposition 3.3.6 proposées ci-dessus.

Ces remarques suffisent a assurer que I'idéal différentiel réduit de O j«(picxc picxc) engendré par
les équations proposées est 'idéal différentiel é&?(a) (et donc un D-groupoide).

On peut aussi vérifier facilement que I'idéal de O J3(P1CXC,PICXC) engendré par les équations pro-
posées est un groupoide d’ordre 2. ]

On suppose maintenant que a € fioog”. On reprend, sans les écrire de nouveau, les notations qui
suivent la proposition 2.3.5.

Proposition 3.3.7. Pour l’équation des caractéres x(qz) = ax(z), avec a € uq”, le D-sous-
groupoide de Galois qui fize les transversales est le D-groupoide Gal(a) engendré par le groupoide
d’ordre 2 :

_ 0z 0z _0x 0r  _ o_ 0% .4
<Z -z %7 & - 17 8227 %7 %IE - x7a2x7 (%)Qa - 1> - OJ;(Pl(CX(C,PI(CX(C)

Ses solutions sol(/g—a(a)) sont les germes des difféomorphismes de P'C x C de la forme (z,x)
(z,uz), avec u une racine (qud’')-eme de l'unité.

Pour tout point zg € P'C, le groupe de solutions Sol,,(Gal(a)) associé a la transversale {29} x C
est le groupe g, C C* C GL1(C{z — 20}) des racines (qqad')-émes de l'unité.

Démonstration. On a Rq = Z(pad', ged') donc pour (Ag, A1) € R, 'équation (%)’\0 — (%))‘1 est un

multiple de ’équation (%

Grace a cette remarque, un raisonnement similaire & celui de la preuve de la proposition 3.3.6
précédente permet de conclure. O

Jpad’ (%)qad/. De plus, on a la relation de congruence

Le systéme du logarithme X(¢z) = LX(z)

Le systéme du logarithme X (¢qz) = LX(2), avec L = ( T ) est obtenu par linéarisation de
I'équation du logarithme z(gz) = z(z) + 1.

Proposition 3.3.8. Pour le systéme du logarithme X (qz) = LX (z), le D-sous-groupoide de Galois
qui fize les transversales est le D-groupoide Gal(L) engendré par le groupoide d’ordre 2 :
< 0z 0z ,  0X 0X 0X1 0Xs 0X1 00Xy 00Xy 0Xy >

zZ— a v . 7777X_X762X7 - _17 ) -
T e oz 592 0xX 0X,  0X, 10X, | 0X, 0Xs | 0X,
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C OJz(prexc?,PiexC?)-

Ses solutions sol(é?a/l(L)) sont les germes des difféomorphismes de P'C x C? de la forme (2, X)
(z, ( B R )X), avec 3 € C.

Pour tout point zg € P'C, le groupe de solutions Sol, (aa/l(L)) associé a la transversale {z} x C2
est le groupe additif

{('5° =% );B€C}C GLyC) C GLa(C{z — 2})
Démonstration. La preuve est similaire & la preuve de la proposition 3.3.6. ]

Les systémes aux ¢-différences que 'on vient de considérer sont des systémes aux g-différences
linéaires & coefficients constants. On constate déja pour chacun de ces exemples que les groupes
de solutions associés & chaque transversale sont indépendants de la transversale, qu’ils forment un
groupe algébrique de matrices constantes, et que ce groupe coincide avec le groupe de Galois du
systéme considéré (cf [?], ou [?], ou les rappels de la partie 4.3.2 du chapitre 4 suivant).

Ces résultats seront retrouvés dans le chapitre 4, dans lequel on calculera en toute généralité le
D-groupoide de Galois d’un systéme aux g-différences linéaire a coefficients constants, et on le
comparera au groupe de Galois.

L’équation z(qz) = —qzx(z) de 6,

On reprend les notations et les remarques de la partie 2.3.2. La remarque ci-dessous suppose (et
bien que je n’aie pas réussi a le montrer) que 'idéal 73 est un groupoide d’ordre 3.

Remarque 3.3.9. En admettant que I'idéal 73 est un groupoide d’ordre 3 (ce que je conjecture),
on peut montrer que les groupes de solutions Sol, (EZL/Z(—qz)), pour zg € C*, sont des sous-groupes
du groupe {327;8 € C*,v € C} C GL1(C{z — z}), et qu'il existe un point zy € C* pour lequel le
groupe Sol, @\a/l(fqz)) contient des éléments non constants.

Démonstration. On suppose que I'idéal 73 est un groupoide d’ordre 3. Alors, le D-groupoide /73
engendré par 73 est un majorant (du point de vue des solutions) du D-groupoide de Galois Gal(—qz).

- Si Gal(—qz) = /73, alors le D-sous-groupoide de Galois aw/l(—qz) qui fixe le transversales est
le D-groupoide engendré sur P'C x C par le groupoide d’ordre 3 :

T P00z Y0022 050 V020005 | “ 0220200 -\ 0201

< 0z 0z | o O or Pz dr 9% o ( 8%z )2>

C Oz (piexc,Piexe)-

Ses solutions sol(Gal(—qz)) sont donc les germes de difféomorphismes locaux de P'C x C de la
forme (z,z) — (z,027x), avec € C* et v € C. -

Pour tout point 2y € C*, le groupe des solutions Sol,,(Gal(—qz)) associé a la transversale {zp} x C

est le sous-groupe {(27;3 € C*,v € C} C GL1(C{z — 20}). Lee groupe des solutions associés aux
transversales {0} x C et {oo} x C sont C* C GL1(C{z — z0}).

- Si le D-groupoide /73 est un majorant strict du D-groupoide de Galois Gal(—gz), alors
il existe une transversale {zp} x C pour laquelle le groupe transverse associé est un sous-groupe

de {8z7; 8 € C*,v € C}, mais n’est pas un groupe d’éléments constants. En effet, 1’équation %

serait sinon un élément de é;l(—qz) et donc nécessairement dans Gal(—qz) + 1/(Z — 2)’. Ceci est
impossible car les éléments de la dynamique Dyn(—qgz) ne sont pas tous solutions de I’équation

oz
5z 0
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3.4 Le majorant v/Const'

On va montrer qu'un systéme aux g¢-différences linéaire & coefficients constants admet un majo-
rant plus fin que le majorant v/ Lin/, ce qui permet de montrer que, pour un tel systéme, le groupe
de solutions associé & chaque transversale de P'C x C" est un sous-groupe algébrique de GL,,(C).

Jusqu’a la fin de ce chapitre, on considére un systéme aux g¢-différences linéaire a coefficients
constants X (¢z) = AX(z), défini par une matrice constante A € GL,,(C).

3.4.1 Le majorant /Const'

Selon 'exemple 2.2.2, les éléments de la dynamique Dyn(A) du systéme aux ¢-différences linéaire
a coefficients constants X (qz) = AX(z) sont les germes des difféomorphismes locaux de P1C x C"
de la forme
(z,X) — ("2, A*X)

La premiére composante de ces difféeomorphismes est indépendante de la variable X et dépend
linéairement de la variable z. La deuxiéme composante de ces difféomorphismes est indépendante
de la variable z et dépend linéairement de la variable X. Aussi, on a la :

Proposition 3.4.1. Le D-groupoide /Const' engendré sur P'C x C" par le groupoide d’ordre 2 :

_ 90X 0X
“ 020X

0z 0z

e Y5 92
ox 9.° 29

Consty = < X - X,32X> C Oz (picxcn, PLexcn)

est un magorant, dans le sens de la définition 1.2.43, du D-groupoide de Galois Gal(A) du systéme
auz q-différences X (qz) = AX(2).

Ses solutions sol(v/Const') sont les germes des difféomorphismes locaur de P'C x C" de la forme
(2, X) — (az,5X), avec « € C* et f € GL,(C).

Démonstration. On a montré dans la partie 1.2.2 du chapitre 1 que Qy est un groupoide d’ordre
2. On montre de fagon analogue que les générateurs %—f, %X — X,0?X de Consty vérifient les
conditions (i), (ii) et (iti) de la définition 1.2.23. Aussi, I'idéal Consty de O js(picxcn pioxcn) est
un groupoide d’ordre 2 sur P'C x C".

Les solutions de Consty sont les germes des diffeomorphismes locaux de P'C x C" de la forme
(2,X) — (az,5X), avec € C* et € GL,(C). Elles contiennent donc les éléments de la dynamique
Dyn(A). Le D-groupoide vConst' engendré par Consts sur P!C x C" est donc un majorant du

D-groupoide de Galois Gal(A). O

On a:

VO c VLin' C VConst' C Gal(A)
et
Dyn(A) C sol(Gal(A)) C sol(VConst') C sol(v Lin') C sol(v Q')
3.4.2 Structure des groupes de solutions associés a chaque transversale

Le calcul du majorant v/Const’ permet de montrer que, pour un systéme aux g-différences
linéaires & coefficients constants, le groupe de solutions associé a chaque transversale de P!C x C"
est un sous-groupe algébrique de GL,(C). C’est 'objet de la proposition 3.4.2 ci-dessous.

Proposition 3.4.2. Soit zy € PC. Le groupe de solutions Sol., (@/Z(A)) associ€ a la transversale
{20} X C™ est un sous-groupe algébrique affine compleze de GL,(C).

69



Démonstration. Soit 29 € P'C. D’aprés la proposition 3.4.1, les solutions de Gal(A) sont des so-
lutions de vConst/, et sont donc de la forme (z, X) — (az,5X), avec a € C* et 8 € GL,(C) (et
vérifient a priori plus de contraintes). Aussi, le groupe Sol, (é\a/l(A)) est un sous-groupe de GL,,(C).
On va montrer que les matrices qui constituent ce sous-groupe de G L, (C) correspondent au lieu
d’annulation de polynomes de l'algébre affine de GL,(C). Cela assurera, d’apreés la définition 1.2.15,
que Soly, (aa/l(A)) est un sous-groupe algébrique affine complexe de GL,,(C).

On rappelle les inclusions

VConst' C Gal(A) C Gal(A)

et
sol(a;l(A)) C sol(Gal(A)) C sol(VConst')

On peut vérifier, comme pour la proposition 3.2.4, que toute solution de 1/ (zZ — z>/ est naturelle-

ment définie au voisinage d’une transversale de P1C x C", et donc, toute solution de EEL/Z(A) est
naturellement définie au voisinage d'une transversale de P1C x C". Aussi, les solutions de aa/l(A)
définies au voisinage de la transversale {zp} x C™ sont en correspondance bijective avec les germes
en (29, 0) de solutions des équations de la fibre /g\a/l(A)(zonzmo). On a :

(2o} xCny50L(Gal (A)) = (2 0y50L(Gal(A) (20.0.20.0))

On vérifie facilement que les solutions formelles et convergentes du D-groupoide v Const’ coincident,
et que, par conséquent, les solutions formelles et convergentes de Gal (A)(zo,o,zo,o) coincident aussi.
On a (en notant en indice a gauche le lieu en lequel I'on germifie) :

(zo,O)SOl(é\a/l(A)(zo,O,zg,O)) = (zo,o)501(@(14)(20,0,20,0))

Les équations 922 et 92X et toutes leurs dérivées sont dans v/Const’ et donc dans @(A)(zo,o,zo,o)-
Aussi, les solutions formelles de Gal(A) 4, ,0,2,0) correspondent bijectivement aux solutions formelles
d’ordre 1 de (Gal(A)1)(z,0,20,0)- On a:

(zo,0)805(@(14)(20,0,20,0)) = (20,0)50l1(é\aJl(A)(zo,O,zo,O))

Une solution formelle d’ordre 1 de (@(A)l)(zo,o,zo,O) est un 1-jet de coordonnées

(2070720707 ( (1) g )7 (det ﬂ)il)

telles que E(20,0,20,0,( 5 5 ),(det3)~!) = 0 pour toute équation E de (ézﬁ(A)l)(zo,O,zo,O)'

Une solution formelle d’ordre 1 de (Gal(A)1)(z,0,2,0) est donc définie par une matrice 8 € GL,(C)
solution des équations polynomiales

10 X, 0X 19X
E(zo,(),zo,(),(O 8X>,(det8X) >€(C[8X,(detaX) )

0X

avec E une équation de (@(A)l)(zo,oyzo,o)'
O

On vient de montrer, grace au calcul du majorant v/Const’, que pour les systémes aux g-
différences linéaires a coefficients constants, les solutions du D-groupoide de Galois qui fixent les
transversales sont les germes de difféomorphismes locaux de la forme (z, X) — (z,5X), ou [ par-
court un sous-groupe algébrique de G L, (C).
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Cette situation est analogue a la situation obtenue pour un systéme différentiel linéaire (cf intro-
duction de la partie 3.3).

Cependant, dans le cas différentiel, on obtient facilement, en considérant les transformations
d’holonomie qui fixent les transversales du feuilletage, que ce groupe contient une réalisation du
groupe de monodromie du systéme. C’est une remarque sur laquelle s’appuie la preuve de [?].
Dans le cas des systémes aux g-différences, on a sol(a;l(A)) NDyn(A) = {1} et donc aucun élément
non trivial des groupes de solutions tranverses ne correspond & un élément de la dynamique.

Le calcul explicite du D-groupoide de Galois d’'un systéme aux g¢-différences a coefficients

constants, que 'on va faire dans le chapitre 4 suivant, va permettre de donner une interprétation
de ces groupes.
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Chapitre 4

Les systémes aux g-différences linéaires a
coeflicients constants

Pour un systéme différentiel linéaire, les solutions du D-groupoide de Galois qui fixent les trans-
versales du feuilletage correspondent aux éléments d’un groupe algébrique qui contient la monodro-
mie du systéme. Malgrange montre dans [?] que ce groupe est une réalisation du groupe de Galois
différentiel du systéme.

Pour un systéme aux g-différences linéaire quelconque, les solutions du D-groupoide de Galois
qui fixent les transversales de P'C x C™ ne donnent pas naturellement un groupe algébrique de
matrices constantes. C’est seulement le cas pour les systémes aux ¢-différences linéaires & coeffi-
cients constants. De plus, pour ces systémes, les exemples considérés dans le chapitre 3 précédent
indiquent que les groupes de solutions associés & chaque transversale donnent le groupe de Galois
du systéme.

Dans ce chapitre, on va calculer le D-groupoide de Galois d'un systéme aux g¢-différences li-

néaire & coefficients constants, et son D-sous-groupoide de Galois qui fixe les transversales. On va
constater que les groupes de solutions associés a chaque transversale sont des groupes algébriques
de matrices constantes, indépendants de la transversale a laquelle ils sont associés.
On va ensuite montrer que le groupe transverse ainsi défini donne exactement une réalisation du
groupe de Galois du systéme défini et décrit par Sauloy dans [?]. Plus qu'un groupe, la description
de [?] met en évidence un groupoide ensembliste avec lequel coincident, on va le voir, toutes les
solutions du D-groupoide de Galois.

Nous commencons ce chapitre par rappeler les résultats de structure des sous-groupes algé-
briques monogénes de GL,,(C).

Nous calculons ensuite le D-groupoide de Galois d’un systéme aux g¢-différences linéaire a co-
efficients constants et son D-sous-groupoide de Galois qui fixe les transversales. On décrira les
sous-groupes algébriques monogénes de GL,(C) qui les déterminent.

Enfin, nous rappellons la description de [?] du groupe de Galois d’un tel systéme, et, grace a
cette description, nous comparons son D-groupoide de Galois et son groupe de Galois.

4.1 Structure des sous-groupes algébriques monogénes de G L, (C)
Le calcul du D-groupoide de Galois d’un systéme aux g-différences linéaire a coefficients constants,
que l'on fera dans la partie 4.2 suivante, met en évidence un sous-groupe algébrique monogéne de

GLy,11(C). L’étude de la structure de ce sous-groupe permettra ensuite de comparer le D-groupoide
de Galois du systéme a son groupe de Galois.
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L’objet de cette partie est donc de rappeler les résultats de structure des sous-groupes algébriques
monogénes de GL,(C).

On reprend, sans les rappeler de nouveau, les définitions, exemples et notations introduits dans
la partie 1.2.2 du chapitre 1. Pour simplifier, on dira aussi groupe algébrique pour groupe algébrique
affine complexe.!

Les définitions et propriétés énoncées dans cette nouvelle partie sont, pour I’essentiel, reprises de
[?] et ne seront pas toujours justifiées.

4.1.1 Les sous-groupes algébriques monogénes de GL,(C)

Dans cette partie, on va définir ce que 'on entend par sous-groupe algébrique monogéne de
GL,(C).

Propriété 4.1.1.

(a) Soit G un groupe algébrique affine compleze et soit H un sous-groupe de G. Alors, l'adhérence
de Zariski H de H dans G est un sous-groupe algébrique de G.

(b) Soit G un groupe algébrique affine complexe. Soit {H* e une famille de sous-groupes algé-
briques de G définis par les idéaux radiciels notés I(H*) de C[G]. Alors, lintersection Npex H* est
un sous-groupe algébrique de G. 1l est défini par la racine de l'idéal ), 5 I(H*) de C[G].

(c) Soit B € GL,(C). L’adhérence de Zariski dans GL,(C) du sous-groupe monogéne (B) =
{B*; k € Z} de GL,(C) est le plus petit sous-groupe algébrique de GL,(C) contenant B.

Démonstration.

(a) cf [?] p-54.

(b) L’intersection Npex H" est un sous-groupe de G. Soit A € G. Alors A € NpexH* & VEk €
K,Aec H* & Vke K,YP e I(H*), P(A)=0& VP ey, I(H"), P(A)=0.

(¢) Soit G(B) le plus petit sous-groupe algébrique de GL,(C) contenant B. Il est défini par la
propriété (b). Alors, comme G(B) est un groupe, il contient (B) et comme c’est un sous-groupe
algébrique de GL,(C), d’aprés (a), il contient I'adérence de Zariski (B) de (B) dans GL,(C).
D’autre part, le groupe algébrique (B) contient B donc il contient G(B), le plus petit sous-groupe
algébrique de GL,,(C) contenant B. O]

Notation 4.1.2. Pour toute matrice B € GL,(C), on notera G(B) le plus petit sous-groupe algé-
brique de GL,(C) contenant B. C’est, d’aprés la proprieté précédente, l’adhérence de Zariski dans
GL,(C) du sous-groupe monogéne (B). On appellera G(B) le sous-groupe algébrique de G L, (C)
engendré par B. On dira qu’un sous-groupe algébrique de G L, (C) est monogéne s’il est de la forme
G(B), pour une matrice B € GL,(C).

Exemple 4.1.3.

- Soit a € C*. Si a ¢ oo (a n’est pas une racine de I'unité), alors le sous-groupe algébrique de C*
engendré par a est G(a) = C*. Si a € ps est une racine primitive d-éme de I'unité, avec d € N*,
alors le sous-groupe algébrique de C* engendré par a est G(a) = g le groupe des racines d-émes de
I'unité.

- Le sous-groupe algébrique de GL2(C) engendré par une matrice unipotente ( o ) est réduit a
{I2} si a = 0, et est le groupe additif tout entier sinon.

Propriété 4.1.4. Soit H un sous-groupe commutatif de GL,(C). Alors, l’adhérence de Zariski H
dans GLy,(C) est un sous-groupe algébriqgue commutatif de GLp(C).

!Tous les groupes algébriques qui interviennent dans cette thése sont des groupes algébriques affines complexes.
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Démonstration. D’aprés la propriété 4.1.1 (a), 'adhérence de Zariski H est un sous-groupe algé-
brique de GL,(C).

On note I(H) l'idéal radiciel de I'algébre affine C[T; ;, A~1] de GL,(C) qui définit 'adhérence de
Zariski H.

Soit A € H. Le sous-groupe H est commutatif donc I'égalité matricielle A(T; ;) = (T;,;)A définit
des équations de C[T; ;, A~ vérifiées par les éléments de H. Ce sont donc des équations de I(H).
Aussi, les éléments de H et de H commutent.

Soit B € H. Les éléments de H et de H commutent donc 'égalité matricielle B(T; ;) = (T;;)B
définit des équations de C[T; ;, A1) vérifies par les éléments de H. Ce sont donc des équations de
I(H). Aussi, le sous-groupe H est commutatif. O

Corollaire 4.1.5. Soit B € GL,(C). Le sous-groupe algébrique monogéne G(B) de GL,(C) est un
groupe commutatif.

4.1.2 Décomposition de Jordan

Toute matrice inversible B € GL,,(C) se décompose de fagon unique dans G L, (C) sous la forme
B = ByB,, avec Bs € GL,(C) semi-simple, B,, € GL,(C) unipotente et BsB, = B,Bs. Cest la
décomposition de Dunford multiplicative de I’élément B € GL,,(C) (c¢f [?] p. 644).

Notation 4.1.6. Pour toute matrice B € GL,,(C), on notera respectivement Bs et B, les compo-
santes semi-simple et unipotente de la décompositionde Dunford multiplicative de la matrice B.

Soit B € GL,(C). On va montrer que le sous-groupe algébrique monogéne G(B) de GL,(C)
se décompose en le produit G(Bs)G(B,) du groupe algébrique diagonalisable G(Bs) et du groupe
algébrique unipotent G(B,,). Pour cela, on reprend les théorémes de structure énoncés et prouvés
dans [?].

Dans les deux parties suivantes, on rappellera les structures des groupes algébriques G(Bs) et G(By,).

Théoréme 4.1.7. Soit G un sous-groupe algébrique de GL,(C). Soit B € G. Alors, les composantes
semi-simple By et unipotente B, de la décomposition de Dunford multiplicative de B dans G Ly (C)
sont des éléments de G.

Démonstration. cf [?] p. 99. O

Théoréme 4.1.8. Soit G un sous-groupe algébrique commutatif de GL,,(C). Soient G5 ’ensemble
des composantes semi-simples de la décomposition de Dunford multiplicative des éléments de G et
Gy Uensemble de leurs composantes unipotentes. Alors, les sous-groupes G et Gy sont des sous-
groupes algébriques de G et l'application produit Gy x G, — G est un isomorphisme de groupes
algébriques.

Démonstration. cf [?] p. 100. O
Corollaire 4.1.9. Pour toute matrice B € GL,(C), on a le produit G(B) = G(Bs)G(By).

Démonstration. D’aprés le théoréme de structure 4.1.8 précédent, on a l'isomorphisme produit
G(B)s x G(B)y, — G(B). On a By € G(B),. Toujours d’aprés le théoréme de structure précé-
dent, le groupe G(B)s est un groupe algébrique, donc G(Bs) C G(B)s. De méme, on a B, € G(B),
et donc G(B,,) C G(B),. L'image du sous-groupe algébrique G(B;) X G(B,) de G(B)s X G(B),, par
I'isomorphisme produit est un sous-groupe algébrique de G(B) contenant B. C’est donc G(B) tout
entier, et par image réciproque par 'isomorphisme produit, on a G(Bs) X G(By) = G(B)s x G(B),,
et donc G(Bs) = G(B)s et G(B,) = G(B)y. O
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4.1.3 Structure d’un sous-groupe algébrique monogéne unipotent de GL,(C)

Soit une matrice B, € GL,(C) unipotente, c’est-a-dire telle que la matrice B, — I, est nil-
potente. Alors, la somme ) .4 (_13#1 (B, — I,,)" est finie. Parce que B, — I,, est nilpotente, cette
somme définit une matrice nilpotente de M, (C) notée log B,,. La matrice log B,, est 'unique matrice
nilpotente telle que exp(log B,,) = B,, (on le vérifie formellement).

Aussi, pour tout élément \ € C, on définit B, = exp(\log B,) € GL,(C).

Proposition 4.1.10. Soit B, € GL,(C) une matrice unipotente. L’application G, — GL,(C)
définie par X\ — B} est un morphisme injectif de groupes algébriques dont I’image est G(B,,).
Aussi, si By, # I, le groupe algébrique G(B,,) est le groupe additif G,.

Démonstration. La matrice log B, est nilpotente donc l'application A — exp(Alog B,,) est polyno-
miale en la variable A. C’est bien un morphisme de groupes algébriques. La matrice exp (A log B,,) est
unipotente et son logarithme est Alog B, donc ’application est injective. L’image de I’application
est donc un sous-groupe algébrique? de GL,(C) contenant B, et n’admettant aucun sous-groupe
algébrique strict (parce que le groupe additif G, n’admet aucun sous-groupe algébrique strict non
trivial). C’est donc G(B,,), le plus petit sous-groupe algébrique de GL,,(C) contenant B,,. O

4.1.4 Structure d’un sous-groupe algébrique monogéne diagonalisable de GL,,(C)

Définition 4.1.11. Un sous-groupe algébrique G de GL,,(C) est diagonalisable s’il est conjugué a
un sous-groupe algébrique de GL,(C) constitué de matrices diagonales.

Exemple 4.1.12.

- Le sous-groupe D,,(C) de GL,(C) constitué des matrices diagonales est un sous-groupe algébrique
(nécessairement diagonalisable) de GL,(C). C’est le lieu des zéros dans GL,(C) des polyndmes
T, j, pour i # j, de C[T;;,A™!. Son algebre de Hopf s’identifie & C[Tl,Tl_l,...,Tn,Tn_l] avec
p*(T;) = T;®T; (= T;S; avec 'identification faite dans 'exemple 1.2.14), e*(T;) = 1 et o*(T;) = T; .
- Soit Bs € GL,(C) une matrice semi-simple. Soit P € GL,(C) telle que D = PB;P~! est une
matrice diagonale. L’application G(Bs) — GL,(C) définie par A — PAP~! est un morphisme
injectif de groupes algébriques (application polynomiale en les coordonnées de A). L’image est un
groupe algébrique contenant D, et donc contenant le groupe algébrique G(D). L’image réciproque
de G(D) par cette application est un sous-groupe algébrique de G(B;s) contenant B,. C’est donc
G(Bs) tout entier. Cette application définit donc un isomorphisme entre les groupes algébriques
G(Bs) et G(D).

La matrice D est diagonale donc le groupe G(D) est un sous-groupe algébrique du groupe D, (C).
Le groupe G(Bjs) est donc diagonalisable.

Définition 4.1.13. Soit G un groupe algébrique affine complexe. On appelle caractére de G un
morphisme de groupes algébriques X : G — Gyy,.

Exemple 4.1.14.

- Soit G un sous-groupe algébrique de GL,,(C). L’application det : G — C* est un caractére de G.
- Les coordonnées T; de I'algébre affine C[Ty, T, Y, ..., T, T;'] de D,,(C) définissent des caractéres
T; : D, (C) — C* sur D,,(C) qui associent a toute matrice diagonale son i-éme coefficient diagonal.
Ces caractéres canoniques sur D,,(C) ne vérifient aucune relation multiplicative et engendrent le
groupe des caractéres sur D, (C) (¢f [?] p. 102.), qui est donc isomorphe a Z™.

Proposition 4.1.15. Tout sous-groupe algébrique de D, (C) est l'intersection de noyauz de carac-
teres de D, (C).

2Ce résultat n’est pas tautologique. Il est vrai en caractéristique nulle.
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Démonstration. cf [?] p. 103. O

Corollaire 4.1.16. Soit D = diag(dy,...,d,) € D,(C). L’déal radiciel I1(D) de définition du
groupe G(D) est l’idéal radiciel de C[T7, Tfl, eo oy Ty T Y] engendré par les polynomes T ... T —
1, pour les n-uplets (a1, ..., ap) € Z™ tels que d{'---dSm = 1.

Proposition 4.1.17 (Chevalley). Soit D = diag(dy,...,d,) € D,(C). Alors,
G(D) ={y(D); v € Homg,(C*,C")}

ou l'on note y(D) = diag(y(di),...,v(dn)), pour v € Homg,(C*,C*) un morphisme du groupe C*
(que l’on ne considére pas ici comme un groupe algébrique) dans lui-méme.
Les matrices y(D), pour v € Homg,(C*,C*), sont appelées les répliques de la matrice D.

Démonstration. Soit v € Homg,(C*,C*) et soit un n-uplet (a1, ..., o) € Z" tel que d7* - - - d = 1.
Alors A(d1)1 -+ 4(dn)n = A(d5 -+ d3n) = (1) = 1.

Réciproquement, si D' = diag(d},...,d]) € G(D), c’est-a-dire telle (d})** ---(d],)* = 1 pour les
n-uplets (aq,...,a,) € Z™ tels que df'---d3™ = 1, on peut construire un morphisme de groupes
v € Homg,(C*,C*) tel que y(d1) =d},...,v(dn) = d,. O

Corollaire 4.1.18. Soit B; € GL,(C) une matrice semi-simple. Alors,
G(Bs) = {(Bs); v € Homg,(C*,C")}

oti, pour v € Homg,(C*,C*), on note v(Bs) = P~1y(D)P, avec Bs = P~1DP une diagonalisation
quelconque de Bs (on peut vérifier que la matrice y(Bs) ne dépend pas de la diagonalisation de Bs
choisie pour la définir).

Les matrices v(Bs), pour v € Homg,(C*,C*), sont appelées les répliques de la matrice B,.

4.2 Calcul du D-groupoide de Galois

Dans cette partie, on va calculer le D-groupoide de Galois d’un systéme aux g-différences linéaire
a coeflicients constants et son D-sous-groupoide de Galois qui fixe les transversales. La méthode de
calcul est analogue & celle utilisée dans la preuve de la proposition 2.3.2 pour calculer le D-groupoide
de Galois de I’équation des constantes.
La premiére étape du calcul consiste & utiliser la forme particuliére des éléments de la dynamique
pour exhiber un majorant pour le D-groupoide de Galois du systéme. Ce majorant dépend du
groupe algébrique engendré par les matrices jacobiennes des éléments de la dynamique.
Ensuite, pour montrer que ce majorant est optimal, on réduit une équation du D-groupoide modulo
le majorant. La conclusion se raméne & montrer que I’équation restante appartient a un idéal de
polyndémes. Pour cela, on va utiliser une base de Groebner de I'idéal et un algorithme de division
adapté qui donne de bonnes propriétés sur les restes.

4.2.1 Préliminaires : algorithme de division et bases de Groebner

Les définitions et théorémes rappelés ici sont repris de [?], 2.

On considére un anneau de polyndmes kl[ti,...,t,] sur un corps commutatif k. Pour tout
a=(ai,...,a,) € N” on note t* = ¢ - - t27.
On munit N” par exemple de l'ordre lexicographique noté > et défini, pour «, 5 € N par : a >

si la premiére composante non nulle & gauche de oo — 3 dans Z™ est positive.
Cet ordre définit un bon ordre monomial (cf [?], p. 55-57) sur ensemble des mondmes de klt1, ..., ty].
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On at® > %, pour a, 3 € N, si @ > 3. Par exemple, on a t; >ty > ... > ty,.

Aussi, tout polyndéme est une combinaison linéaire & coefficients dans k de mondémes que I'on peut
ordonner. On peut donc parler, pour un polynéme de klt1, ..., ], de terme dominant, de coefficient
dominant et de monéme dominant.

Théoréme 4.2.1 (algorithme de division). Soit (f1,..., fs) un s-uplet de polynomes de
Elti,... tn] et soit f € k[t1,...,t,]. Alors, il existe des polynomes ay,...,as € k[t1,...,t,] et un
reste r € k[t1, ..., ty] tels que

f:a1f1+"'+asfs+r

avec v = 0, ou bien r est une combinaison linéaire & coefficients dans k de mondmes dont aucun
n’est divisible par un mondme dominant de l'un des polynomes f;.

Démonstration. L’algorithme donnant ce résultat est décrit en détail dans [?], p. 64.

Cet algorithme étend l’algorithme d’Euclide. Le bon ordre monomial induit par I'ordre lexicogra-
phique sur N étend 'ordre sur les mondmes de k[t] induit par 'ordre (lexicographique) naturel sur
N.

A chaque étape de 'algorithme, si le terme dominant du dividende est divisible par le terme do-
minant de 'un des f;, on soustrait du dividende, de facon & faire diminuer son degré, un multiple
approprié de I'un des f;, et 'on compense cette opération en modifiant le coefficient a;. Sinon, le
terme dominant du dividende est soustrait du dividende et est ajouté au reste. O

Remarque 4.2.2. La description de cet algorithme de division montre qu’il est adapté au cas
ou k est un anneau intégre et les f; sont des polynomes unitaires de kl[t1,...,t,], c’est-a-dire des
polynémes dont les coefficients dominants sont inversibles dans ’anneau k.

Définition 4.2.3. Soit I un idéal de k[t1,...,t,]. Un sous-ensemble fini g = {g1,...,9s} C I est
appelé une base de Groebner de I si le mondme dominant de chaque élément de I est divisible par
le mondome dominant de l'un des g;.

Propriété 4.2.4. Soit I un idéal de k[ty, ..., t,] et soit g ={g1,...,9s} C I une base de Groebner
de I. Alors :

(a) ’ensemble g est un systéme générateur de l'idéal I,

(b) Un polynéme f € k[t1,...,t,] est un élément de I si et seulement si le reste de la division de f
par la base de Groebner (g1,...,9gs) est nul.

Démonstration. Soit f € I. L’algorithme de division fournit des polynémes ay, ..., as € k[t1, ..., 1]
et un reste r € k[t1,...,t,] tels que f = a1g1 +---+asgs+7r et r =0 ou bien 7 est une combinaison
linéaire & coefficients dans k& de mondémes dont aucun n’est divisible par un monéme dominant de
I'un des polynomes g;. Or, r = f — (a191 + -+ + asgs) € I donc si r # 0, comme g est une base
de Groebner de I, le monéme dominant de r est divisible par le monéme dominant de I'un des g;.
Nécessairement, » = 0. Ceci démontre la propriété (a) et la condition nécessaire de la propriété (b).

Réciproquement, si le reste de la division d’un polynéme f € k[ty,...,t,] par la base de Groebner
g=1{91,-..,9s} est nul, alors f est une combinaison des éléments g; de g C I donc f € I. O
Théoréme 4.2.5. Tout idéal non nul de k[ty,...,t,| admet une base de Groebner.

Démonstration. cf |?], p. 77.
Ce résultat est une conséquence du lemme de Dickson (¢f [?], p. 71) qui assure que tout idéal
monomial (engendré par des monémes) admet un nombre fini de générateurs monomiaux. O
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4.2.2 Calcul du D-groupoide de Galois

Pour cette partie et la suivante, on considére X (gz) = AX(z), un systéme aux g¢-différences
linéaire de rang n a coefficients constants, défini par une matrice A € GL,(C).

On rappelle que les éléments de la dynamique de ce systéme sont les germes de difféomorphismes
locaux de Aut(P'C x C") de la forme

(2, X) — (qkz, AkX)

La premiére composante de ces éléments est indépendante de la variable X et dépend linéairement
de la variable z. La seconde composante de ces éléments est indépendante de la variable z et dépend
linéairement de la variable X.

On va montrer de facon précise que le calcul du D-groupoide de Galois se raméne essentiellement &
calculer les équations du sous-groupe algébrique de G L;,4+1(C) engendré par les matrices jacobiennes
des éléments de la dynamique, a savoir les matrices

¢ 0
0 Ak

. 0
J = diag(q, A) = ( g A > € GLn41(C)

On introduit donc la matrice

et le sous-groupe algébrique monogéne
G(J) C GL,41(C)

qu’elle engendre.
On note I(.J) I'idéal radiciel de l'algebre de Hopf C[T} j, A™'] de GLy41(C) qui le définit. Ici, on a
1<i,j<n+l.

On considére le morphisme de C-algébres

T C[T;j, A™] — T((P'C x C")? O (picxen, piexcn))
9z 0z 9z
Too 1o E Ton 9 % o e
T 89X,
1,0 . 0z
. . BXZ
~ (Ti j)i.g 3 (ax7 )i
Tn 0 0Xn
’ 0z

Remarque 4.2.6. Le morphisme 7 est construit de sorte que les images par 7 des polynémes de
I'idéal I(J) donnent des équations (globales) vérifiées par la dynamique.

Théoréme 4.2.7. Le D-groupoide de Galois Gal(A) du systéme aux g-différences X (qz) = AX(2)
est le D-groupoide sur P'C x C™ engendré, au sens du théoréme 1.2.38, par le groupoide d’ordre 2 :

<az 822_2 925 0X 0X -

G(A)y = o 9a , Z’E’aiXX — X782X,T(I(J))> C Oz (Prexc,PiCXC)

Les solutions sol(Gal(A)) de ce D-groupoide sont les germes des difféomorphismes de P'C x C" de
la forme (z,X) — (az, 8X), avec diag(a, B) € G(J).
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Démonstration. On procéde en deux étapes. On montre d’abord que l'idéal G(A)2 du faisceau
O (piexcn,picxcn) est un groupoide d’ordre 2, et qu’il engendre un majorant \/G(A)" du D-
groupoide de Galois Gal(A). On montre ensuite I'égalité Gal(A) = \/G(A)'".

On vérifie facilement que 1'idéal G(A) est un groupoide d’ordre 2 sur P'C x C". Etant donné
la proposition 3.4.1, il reste a vérifier les conditions (i), (ii) et (i) de la définition 1.2.23 sur les
générateurs 7(I(J)) de G(A)a. Cela vient du fait que I'idéal I(J) définit un groupe algébrique. Il
vérifie donc les conditions (), (i1) et (i) de la définition 1.2.15 et 'on a les relations ¢* o7 = 7o pu*,
efor=Toe"eti"oT =To0L".

Les solutions convergentes de G(A)z sont les germes des diffsomorphismes de P'C x C" de la
forme (z,X) — (az,8X), avec diag(a, 3) € G(J). Elles contiennent bien les éléments de la dy-
namique Dyn(A). Aussi, le D-groupoide sur P!C x C" engendré par G(A)z, noté 1/G(A), est un
majorant, dans le sens de la définition 1.2.43, du D-groupoide de Galois Gal(A). On a l'inclusion

G(AY C Gal(A).

Montrons ensuite qu'il y a égalité entre les D-groupoides /G(A)" et Gal(A). Soit (a,b) €
PIC x C". Soit E une équation de la fibre Gal (A)(a,p)- Par des divisions euclidiennes successives de
E (puis de ses restes) par les générateurs unitaires g—f(, 0%z, %—f, %X —X,0%X de (G(A)2)(a,p), PUis
par des divisions de Weierstrass successives (données par le lemme 1.2.29) du reste par les équations

Z— %z et X — %X, on obtient une équation Ej(z, X, %, g—f_() € Gal(A)(gp) telle que By = F

mod /G(A)".

On considére alors E1 comme un élément de anneau C{z — z,, X — X, } [%, g%] . Les éléments de
Dyn(A) = {(z,X) ~ (¢*z, A¥X)} sont solutions de Gal(A) et donc de Ej. Aussi, pour tout point
(20, Xo) de PYCxC proche de a, on a Fy (20, Xo, ¢*, A¥) = 0 et donc F1 (20, Xo, To.0, (T3 ) € I(J). Le
lemme 4.2.8 ci-dessous assure que F1(z, X, To 0, (1;,5)) € (I(J)) dans C {2z — 24, X — Xa} [T0,0, (T3,5)]-
On a donc Ei(z, X, %, %) € (r(I(J))) C Ogs(prexce,piexc) et done Eq(z, X, %, g—))g) €G(A). O

Lemme 4.2.8. On considere l'anneau Clty, ..., tx] des polynomes en les indéterminées ty, ..., tn
et a coefficients dans C, et Uanneau C{yo,...,yn}[to,-..,tN] des polynémes en les indéterminées
to,...,tn et a coefficients dans Uanneau Clyo, ..., yn} des séries convergentes en 0 en les indéter-

minées yo, - - ., Yn. On note pour simplifier y = (yo,...,yn) et t = (to,...,tN).

Soit I un idéal de C[t] et soit E(y,t) un polynome de C{y}[t] tel que, pour tout point 3° proche de
0, l’évaluation E(y°,t) est un él’ement de lidéal I de C[t]. -

Alors, le polynome E(y,t) est un élément de l'idéal (I) de C{y}[t] engendré par I.

Démonstration. Soit (g1(t),...,gs(t)) une base de Groebner de 'idéal I de C[t]. L’anneau C{y} est

un anneau intégre et les polynomes g1 (t), . . . , gs(t) sont des polynomes unitaires de ’anneau C{y}[t].

On effectue donc la division donnée par le théoréme 4.2.1 et adaptée par la remarque 4.2.2 de EZy, t)

par la base de Groebner (g1(t),...,gs(t)). On obtient des polynomes a1 (y,1),...,as(y,t), R(y,t) €

C{y}t] tels que - B -
E(y,t) = ai1(y,t)g1(t) + - - + as(y, 1) gs(t) + R(y,t)

avec R = 0 ou bien aucun monéme de R(y,t) (considéré comme un polynoéme en l'indéterminée t)
n’est divisible par aucun des monémes dominants des g;(t).
Pour tout point QO proche de 0, I’évaluation des coefficients des polyndémes de cette derniére expres-
sion en QO donne

E(’,t) = ar(y’, 0)g1(t) + -~ + as(y°, 1)gs(t) + R(y", 1)

Par hypothése, le polynome E(y°,t) est un élément de I et les éléments g1(t), ..., gs(t) de la base
de Groebner sont dans I. Aussi, R(y°,t) € 1.
On suppose que R(go, t) # 0. Alors, d’une part, comme les monoémes de R(go, t) correspondent aux
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monomes de R(y,t) dont I'évaluation du coefficient en 3° est non nulle, et comme aucun monéme de
R(y,1) (considéré comme un polynéme en Pindéterminée t) n’est divisible par aucun des monémes
dominants des g;(t), on a qu’aucun mondéme de R(y°,¢) n’est divisible par aucun des mondémes
dominants des g;(t). -

D’autre part, le polynome R(y°, 1) est un élément de I'idéal I et (gi(t),...,gs(t)) forme une base de
Groebner de I'idéal I donc, d’apres la définition4.2.3, le mondome dominant de R(y°,1) est divisible
par le monéme dominant de I'un des g;. a

On obtient ainsi une contradiction et le polynome R(y°,t) est donc nécessairement nul.

Pour tout point 3° proche de 0, le polynome R(y°,t) est nul donc le polynome R(y,t) est nul dans
C{y0---,Yn}[to,.--,tn]. On a donc - B

E(y,t) = a1(y,t)g1(t) + - - - + as(y, t)gs(2)

et donc FE est un élément de l'idéal (I) de C{yo, ..., yn}[to,...,tn] engendré par I. O

4.2.3 Calcul du D-sous-groupoide de Galois qui fixe les transversales

Théoréme 4.2.9. Pour le systéme aux q-différences linéaire a coefficients constants X(qz) =
AX(2), le D-sous-groupoide de Galois des solutions qui fixent les transversales est le D-groupoide
Gal(A) engendré sur P'C x C" par le groupoide d’ordre 2 :
~ 0z 0z 0X 0X
< ©E 9%

Gl ={7"25% 0. """ . ox

X — X7<92X,T(I(J))> C Oz (prexc,PiexC)

Ses solutions sol(aa/l(A)) sont les germes des difféomorphismes de P'C x C" de la forme (2, X)
(z,0X), avec B € GL,(C) telle que diag(1,3) € G(J).

Pour tout point zg € P1C, le groupe des solutions associé a la transversale {zg} x C" est le groupe

Soly(Gal(A)) = {§ € GLn(C); diag(1, ) € G(J)} € GLu(C)
Il est indépendant de la transversale {zo} x C™ choisie.

Démonstration. On vérifie facilement que I'idéal de O jx(picxc,picxc) Proposé est un groupoide
d’ordre 2 et on vérifie comme dans la preuve de la proposition 3.3.6 que le D-groupoide qu’il
engendre est le D-sous-groupoide Gal(A) des solutions de Gal(A) qui fixent les transversales.

Ses solutions sol (aa/l(A)) sont les solutions de Gal(A) qui fixent les transversales, c’est-a-dire, étant
donné le résultat de la proposition 4.2.7, les germes des difféomorphismes de P'C x C" de la forme
(2, X) — (z,8X), avec diag(1,8) € G(J).

Le groupe des solutions au-dessus d’un point z9 € P'C est le groupe {3 € GL,(C); diag(1,3) €
G(J)}. Cette description est indépendante du point zg choisi. O

Notation 4.2.10. On note G4 « le groupe transverse » défini par le théoréeme 4.2.9. On a :
G = {B € GLy(C); diag(1, ) € G(J)} € GL,(C)
Proposition 4.2.11. Le groupe G 4 est un sous-groupe algébrique de G L, (C).

Démonstration. On note C* x GL,(C) le sous-groupe algébrique de GL;,+1(C) défini par les po-
lynémes Tp ; et T;o, pour 1 < 4,5 < n. Les matrices Jk, pour k € 7Z, sont des éléments de ce
sous-groupe donc, d’aprés la proprieté 4.1.1, (a), le sous-groupe algébrique monogéne G(J) de
GLy,+1(C) est contenu dans le sous-groupe algébrique C* x GL,,(C) de GL,41(C).

D’autre part, le groupe algébrique G L, (C) s’identifie au sous-groupe {1} x GL,,(C) de C* x GL,,(C)
et le groupe G4 s’identifie au sous-groupe intersection G(J) N {1} x GL,(C). D’aprés la proprieté
4.1.1, (b), intersection G(J) N {1} x GL,(C) est un sous-groupe algébrique de {1} x GL,(C) et le
groupe G 4 est donc un sous-groupe algébrique de GL,,(C). O

81



Le groupe G 4 est un candidat naturel a redonner le groupe de Galois du systéme aux g-différences
X(qz) = AX(2).

4.3 Groupe de Galois d’un systéme aux ¢-différences linéaire a co-
efficients constants

Sauloy propose dans [?]| une approche analytique de la théorie de Galois des systémes aux
g-différences fuchsiens, dans laquelle la définition du groupe de Galois est obtenue par dualité tan-
nakienne.

Dans cette partie, on extrait de [?] la définition et la description du groupe de Galois de la
catégorie des systémes aux g-différences linéaires & coefficients constants, puis on obtient par spé-
cialisation, la définition et la description du groupe de Galois d’un systéme aux g-différences linéaire
a coefficients constants particulier.

4.3.1 La catégorie des représentations C-linéaires de dimension finie de Z

La description de [?] du groupe de Galois de la catégorie des systémes aux g-différences linéaires
a coefficients constants est obtenue en comparant cette catégorie a la catégorie des représentations
C-linéaires de dimension finie du groupe Z.

On rappelle donc, dans cette partie, une bréve description de la catégorie tannakienne des
représentations C-linéaires de dimension finie du groupe Z. On ne donnera pas toutes les justifica-
tions. Une description détaillée est faite dans |?], Annexe A.

Cela permettra, dans un premier temps, d’illustrer la théorie des catégories tannakiennes.

Cela permettra surtout, dans la partie 4.3.2 suivante, de rappeller la description de [?] de la caté-
gorie tannakienne des systémes aux g-différences linéaires a coefficients constants, et de son groupe
de Galois.

La théorie des catégories tannakiennes est un principe de dualité entre les groupes algébriques
affines et leurs représentations rationnelles. Essentiellement, cette théorie donne une caractérisation
des catégories qui sont équivalentes a la catégorie des représentations d’un groupe pro-algébrique?
affine, et donne une réalisation de ce groupe comme le groupe des automorphismes tensoriels d’un
foncteur fibre.

La catégorie tannakienne des représentations C-linéaires de dimension finie de Z

Définition 4.3.1. On note R la catégorie dont les objets sont les couples (C™, A) constitués d’un
C-espace vectoriel C" de dimension n € N* et d’une matrice A € GL,(C), et dont les morphismes
d’un objet (C™, A) vers un objet (CP, B) sont les matrices F' € M, ,,(C) telles que BF = FA.

On note Homg ((C", A), (CP, B)) l’ensemble des morphismes de R de l'objet (C", A) vers l'objet
(Cr, B).

Remarque 4.3.2. La catégorie R est équivalente a la catégorie des représentations C-linéaires de
dimension finie du groupe Z. En effet, une représentation C-linéaire de dimension finie du groupe Z
est la donnée d’un morphisme de groupes Z — GL(V'), avec V un C-espace vectoriel de dimension
finie. Un tel morphisme est complétement déterminé par I'image f € GL(V) du générateur 1 de Z.
Le choix d’une C-base de V' permet d’associer au couple (V, f), qui détermine la représentation de
Z considérée, un objet de R. Une description similaire a lieu pour les morphismes.

3Un groupe pro-algébrique affine est la limite projective d’un systéme projectif de groupes algébriques affines. En
particulier, un groupe algébrique affine est un groupe pro-algébrique affine.
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On ne considére ici que la catégorie R, et non pas la catégorie de toutes les représentations C-
linéaires de dimension finie du groupe Z. En effet, c’est la catégorie R que 'on comparera ensuite
a la catégorie des systémes aux g¢-différences linéaires & coefficients constants.

La définition de catégorie tannakienne neutre sur C caractérise les catégories équivalentes a
la catégorie des représentations rationnelles d’un groupe pro-algébrique affine complexe.
Une catégorie tannakienne neutre sur C est une catégorie tensorielle, C-linéaire, abélienne et rigide,
munie d’un foncteur vers la catégorie des C-espaces vectoriels de dimension finie qui est compatible
au produit tensoriel, C-linéaire, fidéle et exact. Un tel foncteur est appelé un foncteur fibre.
Une explication exhaustive de cette définition est exposée dans [?], p. 104-138. Un résumé de cet
exposé est donné en appendice dans [?].

On ne donne pas ici une description exhaustive de la catégorie R en tant que catégorie tan-
nakienne neutre sur C. On va seulement définir le produit tensoriel et le foncteur fibre naturel qui,
essentiellement, font de la catégorie R une catégorie tannakienne neutre sur C.

La définition 4.3.3 ci-dessous du produit tensoriel pour la catégorie R se déduit de la définition
usuelle du produit tensoriel de deux représentations C-linéaires de dimension finie d’un groupe. Ce-
pendant, cela demande de faire le choix, pour tous n,p € N*, d’une identification des C-espaces vec-
toriels C"®CP et C". On fixe donc, pour tous n, p € N*, une bijection ¢y, p : {1,...,n}x{1,...,p} —

{1,...,np}.

Définition 4.3.3.
- Pour deuz objets (C", A) et (CP, B) de R, le produit tensoriel de ces deux objets est l'objet de R :

(C"A)® (CP,B)=(C", A® B)

ot A® B représente la matrice de G Ly,,(C) dont le coefficient de la ¢(i, j)-éme ligne et de la ¢p(k,1)-
eme colonne est A; . Bj ;.

- Pour deuz morphismes F' € Homg ((C", A), (CP, B)) et G € Homgz ((C", A", (C¥', B')), le produit
tensoriel de ces deux morphismes est le morphisme de R :

F®Ge Homgr((C™ A A, (C?,B® B')

ou F @ G représente la matrice de Mpy nn(C) dont le coefficient de la ¢(i, j)-eme ligne et de la
o(k,1)-eme colonne est F; ;G .

Définition 4.3.4. On note V la catégorie dont les objets sont les C-espaces vectoriels C" de di-
mension un entier n € N*, et dont les morphismes d’un objet C"™ vers un objet CP sont les matrices
F e M,,(C).

Pour deuzx objets C™ et CP de V, le produit tensoriel de ces deux objets est l’objet C™P de V. Pour
deuz morphismes F € Homy(C",CP) et G € Homy(C",C¥), le produit tensoriel de ces deux
morphismes est le morphisme de FF ® G € Homy((C""l,(Cpp/), ot ' ® G représente la matrice de
Moy nn (C) dont le coefficient de la ¢(i,5)-éme ligne et de la ¢(k,1)-éme colonne est F; 1,Gj..

La catégorie V est équivalente & la catégorie des C-espaces vectoriels de dimension finie.

Définition 4.3.5. On note w le foncteur oubli de la catégorie R vers V. Il est défini, pour un
objet (C", A) de R, par w(C", A) = C", et pour un morphisme F € Homg((C", A), (CP, B)), par
w(F)=F € Homy(C",CP).

Pour deux objets (C", A) et (CP,B) de R, on a w((C", A) ® (CP, B)) = w(C", A) ® w(CP, B). Pour
deux morphismes F et G de R, on a w(F ® G) = w(F) @ w(G). Le foncteur w est dit tensoriel.
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Proposition 4.3.6. La catégorie R, munie du produit tensoriel de la définition 4.3.3 et du foncteur
w de la définition 4.3.5, a une structure de catégorie tannakienne neutre sur C.

On dit que le foncteur w est un foncteur fibre pour la catégorie tannakienne R.

L’enveloppe pro-algébrique de Z

La théorie des catégories tannakiennes assure qu’'une catégorie tannakienne neutre sur C est équi-
valente a la catégorie des représentations rationnelles d’un groupe pro-algébrique affine, et donne
une réalisation de ce groupe comme le groupe des automorphismes tensoriels du foncteur fibre.
On va expliciter ce résultat pour la catégorie R.

On commence par rappeler la définition d’un automorphisme tensoriel du foncteur fibre w,
et donner une famille d’exemples naturels.

Définition 4.3.7.

- Un endomorphisme ® du foncteur w est la donnée, pour tout objet (C", A) de R, d’un endomor-
phisme ®(A) € Homy(w(C", A),w(C™, A)), de sorte que l'on ait, pour tout morphisme

F € Homg((C™, A), (CP, B)), le diagramme commutatif suivant :

cr = w(Cm, 4) 2, e, A) = Cn
F:w(F)J{ lw(F):F
cr — w(cr, B) 2L, (e, B) = Cr

- Un automorphisme du foncteur w est un endomorphisme ® de w tel que ®(A) est inversible, pour
tout objet (C", A) de R.

- Un automorphisme ® du foncteur w est dit tensoriel, ou ®-compatible, si pour tout couple d’objets
((C" A),(CP,B)) de R, on a P(A® B) = ®(A) @ (B).

On note Aut®(w) le groupe des automorphismes tensoriels du foncteur w.
Exemple 4.3.8. On a le morphisme injectif de groupes :

7 — Aut®(w)
k — Dy

ot @y, est donné, pour tout objet (C", A) de R, par ®,(C", A) = A*.

La théorie des catégories tannakiennes assure que le groupe Aut®(w) est naturellement muni
d’une structure de groupe pro-algébrique affine complexe et que la catégorie R est équivalente a la
catégorie des représentations rationnelles de ce groupe.

De plus, dans le cas précis de la catégorie R, ce groupe peut étre explicité.

Théoréme 4.3.9.

(a) Le groupe Aut®(w) est naturellement muni d’une structure de groupe pro-algébrique affine com-
pleze.

(b) Le groupe Aut®(w) s’identifie, en tant que groupe pro-algébrique affine complexe, au groupe
Z%9 ;= Homyg,(C*,C*) x C, par le morphisme

Homg, (C*,C*) x C — Aut®(w)
(v A = Py

ou (4 5 est donné, pour tout objet (C™ A) de R, et avec les notations de la partie 4.1, par

Oy (A) = 7(45) Ay

u
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(c) Le foncteur de la catégorie R wvers la catégorie des représentations rationnelles de 79 donné
sur les objets par
R — Rep(Z49)
79 — GL,(C) >
Cc" A "
e~ (5 2 i

U

définit une équivalence de catégories (tannakiennes).

Démonstration.

(a) et (c): cf |?] p.130
(b) : ¢f [?] Annexe A O

Définition 4.3.10. On appelle enveloppe pro-algébrique de Z, ou groupe de Galois de la catégorie
R, le groupe pro-algébrique affine compleze

7 = Homyg, (C*,C*) x C

L’exzemple 4.3.8 et le théoreme 4.3.9 (b) permettent d’identifier Z a un sous-groupe de 7% | ’iden-
tification est domnée par

Z — Homg(C*,C*) x C
k — (c—ck k)

Le groupe de Galois d’un objet de R

Soit (C™, A) un objet de R. On peut définir la sous-catégorie tannakienne de R engendrée par
lobjet (C™, A). On la note {{(C", A)}}. Essentiellement, ses objets sont obtenus & partir de I’objet
(C", A) en combinant des « opérations de 1’algébre linéaire »*. La restriction w| du foncteur fibre w
a la catégorie {{(C", A)}} est un foncteur fibre pour la catégorie tannakienne {{(C", A)}}, et qui
fait de la catégorie {{(C™, A)}} une catégorie tannakienne neutre sur C.

La catégorie tannakienne {{(C™, A)}} est une sous-catégorie pleine de la catégorie R, et stable
par produit tensoriel. Aussi, tout automorphisme tensoriel ® € Aut®(w) se restreint naturellement
en un automorphisme tensoriel ® € Aut®(w).

Proposition 4.3.11. Le morphisme de restriction Aut®(w) — Aut®(w)) est surjectif.
En identifiant Z% & Aut®(w), on a le morphisme surjectif suivant :
Homg,(C*,C*) x C — Aut®(w)
(v 5 A = P

ot @, y) est donné, pour tout objet (CP, B) de {{(C", A)}}, et avec les notations de la partie 4.1,
par
D, ) (B) =~(Bs) By

Cependant, tout objet (CP, B) de {{(C", A)}} est obtenu, a partir de 'objet (C™, A), par des « opé-
rations de I'algebre linéaire ». Aussi, 'automorphisme tensoriel @, y) de Aut® (w)) est complétement
déterminé par @, y)(4) = Y(Ag)AD.

Cela permet d’identifier Aut®(w|) au sous-groupe de GL,(C) suivant :

{7(A:)A3s (7, 2) € Homg, (C*,C*) x C}

4Ces opérations sont données par la structure de catégorie tannakienne de R, que on n’a pas décrite dans son
intégralité. Le produit tensoriel est un exemple d’une telle opération. On peut également citer comme exemples, bien
que ce n’ait pas été bien défini ici, la somme directe, le dual, les puissances symétriques, les noyaux et les conoyaux.
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On remarque, d’aprés les résultats de la partie 4.1, que ce groupe est exactement le sous-groupe
algébrique monogéne G(A) de GL,(C) engendré par la matrice A. Ce groupe est le groupe de
Galois® de l'objet (C", A) de la catégorie tannakienne R. On pourrait le noter Z9(C", A).

4.3.2 Le groupe de Galois d’un systéme aux ¢-différences linéaire a coefficients
constants

De facon analogue & la théorie de Galois classique, la théorie de Picard-Vessiot permet de définir
un groupe de Galois différentiel pour les équations différentielles linéaires.
Essentiellement, le groupe de Galois d'une équation différentielle est le groupe des automorphismes,
qui commutent & la dérivation, d’une extension du corps de fonctions de base engendrée par un
systéme fondamental de solutions.
Cette définition peut étre retrouvée par dualité tannakienne. Dans ce cas, le foncteur fibre considéré
est un foncteur de solutions.

La catégorie des systémes aux g-différences linéaires & coefficients constants peut étre munie
d’une structure de catégorie tannakienne neutre sur C. Cependant, pour obtenir un groupe pro-
algébrique affine sur le corps C, il n’est pas possible de choisir, comme dans le cas différentiel, un
foncteur fibre de solutions analytiques. En effet, le corps des constantes de la théorie des équations
aux g-différences n’est pas C, c’est le corps M(C)% des fonctions elliptiques, et les espaces vectoriels
de solutions sont donc des espaces vectoriels sur le corps M(C)%.

D’autres choix sont possibles pour le foncteur fibre. Van der Put et Singer, dans [?], choisissent
un foncteur fibre de solutions symboliques, pour lesquelles le corps des constantes est C. Sauloy,
dans |?] et [?], choisit un foncteur fibre, et méme une famille de foncteurs fibres, qui définissent des
« conditions initiales ». Un théoréme de Deligne assure que les groupes de Galois définis par ces
différents choix sont isomorphes.

On rappele ici, toujours briévement, la description de la catégorie tannakienne des systémes
aux g¢-différences linéaires a coefficients constants, et la famille de foncteurs fibres définis dans [?].
On verra que cette catégorie contient, comme sous-catégorie essentielle, la catégorie R décrite dans
la partie 4.3.1 précédente, et que cela permet de décrire son groupe de Galois comme un sous-groupe
de 79,

Plus qu’un groupe, la famille de foncteurs fibres définis dans [?] met en évidence, on le rappellera,
un groupoide ensembliste de Galois, dont les fleches sont les isomorphismes tensoriels entre deux
foncteurs fibres de cette famille.

La catégorie tannakienne des systémes aux ¢-différences linéaires a coefficients constants

On rappelle que deux systémes aux g¢-différences linéaires & coefficients constants 0, X = AX
et 04X = BX, avec A € GL,(C) et B € GL,(C), sont rationnellements équivalents s'il existe une
transformation de jauge F(z) € GL,(C(z)) telle que

BF(z) = F(qz)A

De plus, d’aprés le lemme 2.1.3.2 de [?], p.17, cette équation fonctionnelle impose que la tranfor-
mation de jauge F' est un polynoéme de Laurent, c’est-a-dire que 'on a F(z) € GL,(Clz,271]).

Cela justifie la définition 4.3.12 ci-dessous, de la catégorie des systémes aux g-différences linéaires a
coefficients constants.

®La terminologie groupe de Galois pour le groupe G(A) est relative a la catégorie tannakienne R.
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Définition 4.3.12. On note® P la catégorie dont les objets sont les couples (C™, A) constitués d’un
C-espace vectoriel C" de dimension n € N* et d’une matrice A € GL,(C), et dont les morphismes
d’un objet (C", A) vers un objet (CP, B) sont les matrices F € M, ,(C[z,271]) telles que BF(qz) =
F(2)A dans My, (C[z, 271]).

On note Homp((C™, A), (CP, B)) l’ensemble des morphismes de P de l'objet (C™, A) vers l’objet
(CP, B).

On définit le produit tensoriel et une famille de foncteurs fibres qui, essentiellement, font de la
catégorie P une catégorie tannakienne neutre sur C.

Définition 4.3.13.
- Pour deuz objets (C™, A) et (CP, B) de P, le produit tensoriel de ces deux objets est l’objet de P :

(C"A)®(CP,B)=(C",A® B)

ot A® B représente la matrice de G Ly,,(C) dont le coefficient de la ¢(i, j)-éme ligne et de la ¢p(k,1)-
éme colonne est A; B ;.

- Pour deux morphismes F(z) € Homp((C", A),(CP, B)) et G(z) € Homp((C", A", (C¥ B')), le
produit tensoriel de ces deux morphismes est le morphisme de P :

F(z) ® G(z) € Homgr ((C™,A® A", (C?,B® B))

ot F(2) ® G(z) représente la matrice de My ny (Clz, 271]) dont le coefficient de la ¢(i, j)-eme ligne
et de la ¢(k,1)-eme colonne est F; 1(2)Gj(2).

Définition 4.3.14. Pour tout zg € C*, on note w,, le foncteur de la catégorie P vers V défini, pour
un objet (C", A) de P, par w,,(C", A) = C", et pour un morphisme F(z) € Homp((C", A), (CP, B)),
par w,, (F) = F(z9) € Homy(C™, CP).

Pour deux objets (C", A) et (CP,B) de P, on a w,,((C", A) ® (CP, B)) = w,,(C", A) ® w,,(CP, B).
Pour deux morphismes F'(z) et G(z) de P, on a w,,(F(z) ® G(2)) = ws (F(2)) ® wy(G(z)). Le
foncteur w,, est dit tensoriel.

Proposition 4.3.15. La catégorie P, munie du produit tensoriel de la définition 4.3.13 et d’un
foncteur w, de la définition 4.3.14, a une structure de catégorie tannakienne neutre sur C.

On dit que les foncteurs w,,, pour zgp € C*, sont des foncteurs fibres pour la catégorie tannakienne

P.

Le groupe de Galois de la catégorie tannakienne des systémes aux ¢-différences linéaires
a coefficients constants

Définition 4.3.16. Soient zg,z; € C*.
- Un morphisme ® entre les foncteurs w, et w,, est la donnée, pour tout objet (C", A) de P, d’un
morphisme ®(A) € Homy(w,,(C", A),w,, (C", A)), de sorte que l'on ait, pour tout morphisme
F(z) € Homp((C", A), (CP, B)), le diagramme commutatif suivant :
Cr = w,y (€, A) 2 o (€, A) =Cn
Fzo)=ws(F() | [ EE=rFe

Cr = w. (cr,B) 22 o, (Cr,B)=CP

5La notation P vient de l'interprétation géométrique donnée dans [?], 2.3, p. 21, d’'un systéme aux g-différences
linéaire & coefficients constants comme un fibré plat (c’est-a-dire pour lequel les matrices de transitions sont des
matrices constantes) sur le tore complexe E, = C*/¢*.
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- Un isomorphisme entre les foncteurs wy, et w,, est un morphisme ® entre les foncteurs w,, et w,,
tel que ®(A) est inversible, pour tout objet (C", A) de P.

- Un automorphisme ® entre les foncteurs w,, et w,, est dit tensoriel, ou ®@-compatible, si pour tout
couple d’objets ((C™, A), (CP,B)) de P, on a (A® B) = ®(4) ® &(B).

On note 150%(w,,w,,) l'ensemble des isomorphismes tensoriels entre les foncteurs w,, et w,, et
Uon a Aut®(wy,) = 150% (wyy, W )-

Les catégories R et P ont les mémes objets et tout morphisme de la catégorie R s’interpréte
comme un morphisme (& coefficients constants) de la catégorie P. La catégorie R est donc une
sous-catégorie essentielle (mais pas une sous-catégorie pleine) de la catégorie P.

De plus, le produit tensoriel de la catégorie P se restreint a la catégorie R, et sa restriction est
le produit tensoriel de la catégorie R, et tout foncteur fibre w,, de la catégorie P se restreint a la
catégorie R, et sa restriction est le foncteur fibre w de la catégorie R.

Aussi, on a une application injective naturelle

I50% (w,y, Wy, ) — Aut®(w)

qui permet d’identifier Is0®(w.,,w,,) & un sous-ensemble de Z9, et donc Aut®(w,,) a un sous-
ensemble (qui est évidemment un sous-groupe) de Z®9,

Théoréme 4.3.17. Avec l'identification donnée par le théoréme 4.3.9, (b), on a, pour tous zy, z1 €

C*,
ISO@(“ZO?“JZl) = {(77 )‘) € VA 'Y(Q)ZO = Zl}
et
Aut®(wz) = {(7,A) € 2 : 4(q) = 1}
Démonstration. cf [?], 2.2.2.1, p. 18. O

Définition 4.3.18. On appelle groupe de Galois de la catégorie P des systémes aux q-différences
linéaires a coefficients constants le groupe

Gal = {(7,)) € Z% : v(q) = 1}

On appelle groupoide ensembliste de Galois de la catégorie P des systémes aux q-différences linéaires
a coefficients constants, le groupoide ensembliste, que [’on note encore Gal, dont les objets sont les
points de C* et dont ’ensemble des fleches du point zy vers le point z1 est [’ensemble

Gal(z0,21) = {(7,\) € Z%9 - y(q)z0 = 21}

Le groupe de Galois d’un systéme aux ¢-différences linéaire a coefficients constants

Soit 04X = AX un systéme aux g¢-différences linéaire a coefficients constants, défini par une
matrice A € GL,(C). On considére 'objet (C", A) de P qu'il définit.

De la méme fagon que l'on définit un groupe de Galois pour un objet de la catégorie tannakienne
R, on définit un groupe de Galois, et méme un groupoide ensembliste de Galois, pour un objet de
la catégorie tannakienne P.

Définition 4.3.19. On appelle groupe de Galois du systéeme aux q-différences linéaire a coefficients
constants 0, X = AX, le sous-groupe algébrique de GLy(C) :

Gal(A) = {7(45)A3; (7, A) € Gal}

On appelle groupoide ensembliste de Galois du systéme aux q-différences linéaire a coefficients
constants 0, X = AX, le groupoide ensembliste, que l’'on note encore Gal(A), dont les objets sont
les points de C* et dont l’ensemble des fleches du point zg vers le point z1 est ’ensemble

Gal(A) (20, 21) = {7(A) AL (7, \) € Gal(z0, 21)}
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4.4 Comparaison du D-groupoide de Galois et du groupe de Galois

Soit 04X = AX un systéme aux g¢-différences linéaire a coefficients constants, défini par une
matrice A € GL,(C).

4.4.1 Comparaison du D-groupoide de Galois et du groupoide ensembliste de
Galois

On rappelle que, d’apreés le théoréme 4.2.7, le D-groupoide de Galois Gal(A) est déterminé par le
sous-groupe algébrique monogeéne G(J) de GL,(C), engendré par la matrice

. 0
J = diag(q, A) = < g ) ) € GLn+1(C)

et que les solutions sol(Gal(A)) sont les germes des diffSomorphismes (globaux) de P'C x C" de la
forme (z, X) — (az, X), avec diag(a, 5) € G(J).

D’aprés les résultats de structure énoncés dans la partie 4.1, le groupe G(J) est
G(J) = {7(Js) s (7, A) € 29}

Or, pour tout (vy,\) € Z%, on a

’Y(Js)Jvi\ = < 'Y(OQ> ’Y(AS)AA )

Aussi, on a le :

Théoréme 4.4.1. Les solutions sol(Gal(A)) du D-groupoide de Galois du systéme aux q-différences
linéaire a coefficients constants 0,X = AX sont les difféomorphismes de PIC x C" de la forme

(2, X) = (7(@)z,7(As) Ay X)

avec (y,\) € Z49.

Pour deuz points zy,z1 € C*, les solutions du D-groupoide de Galois Gal(A) qui transforment la
transversale {z0} x C" en la transversale {z1} x C" sont les difféomorphismes de P'C x C" de la
forme

(2, X) — (22, 8X)
20

avec 3 € Gal(A)(z,21).
4.4.2 Comparaison du D-sous-groupoide de Galois qui fixe les transversales et
du groupe de Galois

On rappelle que, d’aprés le théoréme 4.2.9, le D-sous-groupoide de Galois @/Z(A) est déterminé par
le sous-groupe algébrique G4 de GL, (C) défini par

Ga={B € GL,(C); diag(1,B) € G(J)} C GL,(C)

et que les solutions sol (az/l(A)) sont les germes des diffeomorphismes (globaux) de P1C x C™ de la
forme (z,X) — (BX), avec f € G 4.

Or, d’aprés la définition 4.3.19 du groupe Gal et la description du groupe monogéne G(J), on
a:

Ga={v(A)A}; (1, A) € Gal}
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Théoréme 4.4.2. Les solutions sol@\a/l(A)) du D-sous-groupoide de Galois qui fixe les transversales

du systéeme aux q-différences linéaire a coefficients constants o0, X = AX sont les difféomorphismes
de P'C x C™ de la forme

(2, X) = (2,7(A5)A3X)
avec (v, \) € Gal.

Pour un point zg € PIC, les solutions du D-sous-groupoide de Galois aw/l(A) au-dessus de la
transversale {zo} x C" sont les difféomorphismes de P'C x C" de la forme

(2, X) = (2,6X)

avec 3 € Gal(A).
On a donc, pour tout zg € P'C, -
Sol,,(Gal(A)) = Gal(A)
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Chapitre 5

Un D-groupoide de Galois local pour les
systémes aux ¢-différences fuchsiens

Le D-groupoide de Galois d'un systéme différentiel linéaire donne, en considérant les solutions
qui fixent les transversales du feuilletage, un groupe algébrique de matrices constantes. Plus par-
ticuliérement, les transformations d’holonomie qui fixent les transversales du feuilletage donnent,
comme sous-groupe de ce goupe algébrique, une réalisation du groupe de monodromie du systéme.

On a montré, dans le chapitre 3, que le D-groupoide de Galois d’un systéme aux g¢-différences
linéaire définit également, en considérant les solutions qui fixent les transversales de P'C x C", des
groupes de matrices. Cependant, aucun élément non trivial de la dynamique du systéme ne fixe
les transversales de P'C x C™. On ne peut donc donner, de facon analogue au cas différentiel, une
interprétation dynamique immédiate & aucun élément de ces groupes.

Dans le cas particulier des systémes aux g-différences linéaires a coefficients constants, les calculs
explicites du chapitre 4 assurent que ces groupes donnent exactement une réalisation du groupe de
Galois du systéme.

Un systéme aux g¢-différences linéaire fuchsien est localement équivalent & un systéme aux g-
différences linéaire & coefficients constants. Aussi, la motivation de ce chapitre est de comprendre
le lien entre le D-groupoide de Galois d’'un systéme aux g-différences fuchsien, et le D-groupoide
de Galois d’un systéme aux g¢-différences a coefficients constants localement équivalent au systéme
fuchsien, quitte & définir des D-groupoides de Galois locaux. Le but est de pouvoir identifier, en
utilisant les résultats du chapitre 4, les éléments du groupe de Galois local du systéme fuchsien a
des solutions qui fixent les transversales de son D-groupoide de Galois.

Plus généralement, la compréhension du lien entre les D-groupoides de Galois de deux systémes
aux ¢-différences linéaires équivalents est une question naturelle. Deux systémes aux ¢-différences
linéaires rationnels sont équivalents si, essentiellement, on peut transformer I'un en ’autre par un
changement linéaire et rationnel de fonction inconnue. On va montrer que 'on établit facilement
une conjugaison entre les dynamiques de deux tels systémes. Il est donc naturel de se demander si
cette conjugaison vaut encore pour leurs D-enveloppes, c¢’est-a-dire pour les D-groupoides de Galois
des systémes aux g-différences considérés.

Dans ce chapitre, on commence par mettre en évidence une conjugaison entre les dynamiques
de deux systémes aux g-différences linéaires équivalents.

Dans une seconde partie, on montre que cette conjugaison définit, en dehors d’un lieu singulier,
un comorphisme qui préserve la structure de D-groupoide.

Ensuite, on montre que dans le cas particulier de deux systémes aux g-différences linéaires a
coeflicients constants équivalents, ce comorphisme conjugue les D-groupoides de Galois.

Pour finir, on définit un D-groupoide de Galois local pour les systémes aux g¢-différences fuch-
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siens. On montre qu’il redonne le groupe de Galois local du systéme.

Pour ce chapitre, on considere 0, X = AX et 0,X = BX deux systémes aux g¢-différences
linéaires rationnels équivalents, définis par des matrices A(z), B(z) € GL,(C(z)), et I'on considére
également une transformation de jauge rationnelle F'(z) € GL,(C(z)) de A(z) vers B(z).

On notera M la variété analytique complexe P'C x C™.

5.1 Conjugaison des dynamiques

Dans cette partie, on va montrer que, en dehors d’un lieu singulier, les dynamiques des systémes
aux g-différences équivalents 0, X = AX et 0,X = BX sont conjuguées.
5.1.1 Lemme

On rappelle que les dynamiques des systémes aux g-différences 0, X = AX et 0,X = BX sont,
en reprenant les notations de la définition 2.2.1, les sous-groupoides ensemblistes de Aut(P'C x C")
suivants :

Dyn(A(z)) = {(z, X) = (¢"2, Ax(2)X)} et Dyn(B(2)) = {(2,X) = (¢"z, Br(2)X)}

1d, sik=0 Id, sik=0
avec  Ap(z) = Hi':ol A(¢'z)  sikeN* et By(z) = Hi':ol B(¢‘z) sikeN*
H;lk A(¢'z)~t sike —-N* H;:lk B(¢'z)™! sike —N*

Lemme 5.1.1. Pour tous les entiers k € Z, on a dans GL,(C(z)) les relations :
By.(2) = F(¢"2) A(2)F(2) !

Démonstration. La transformation de jauge F(z) de A(z) vers B(z) vérifie, dans GL,,(C(2)), la
relation B(z) = F(qz)A(z)F(2)7!, et donc, pour tous les entiers i € Z, les relations B(q'z)
F(q"*t12)A(¢°2)F(¢*2)~!. La conclusion en découle par multiplication.

Ol

5.1.2 Définition de la conjugaison

On note S(F) le lieu singulier de la matrice F'(z), c’est-a-dire le sous-ensemble fini de P'C formé
des poles de F(z) et des poles de F(z)~1.

On considére le diffeomorphisme méromorphe de la variété analytique complexe M = P'C x C"
suivant :
f: PICxCr — PICxC"
(z,X) — (2, F(2)X)
Le lieu singulier de ce difféomorphisme, c’est-a-dire ’ensemble formé des poles de f et des poles de
f~% est S(F) x C* C M.
L’application f définit donc un difféomorphisme (holomorphe global) de I'ouvert

M* = (P'C\ S(F)) x C"

et préserve ses transversales. On munit M™* de la structure de variété analytique complexe induite
par M.
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On rappelle que l'on note Aut(M*) le groupoide ensembliste sur M* des germes de difféo-
morphismes locaux de M*. Il a été défini dans 'exemple 1.2.2.
On considére la bijection

Q: Aut (M) — Aut(M™)
g (M*,a) — (M*,g(a))] +— [fogoft:(M* f(a))— (M*, f(g(a)))]

Cette application préserve la structure de groupoide ensembliste de Aut(M*). Plus précisément, on
vérifie facilement la :

Propriété 5.1.2. En reprenant les notations de l'exemple 1.2.2, les applications qui définissent la
structure de groupoide ensembliste de Aut(M™*) vérifient, avec les applications [ et ¢ que l’on vient
de définir, les relations de commutativité suivantes :

“sop=fos,

-top=fot,

-co(pxmp)=poc,

-e=gpoe,

-iop =ol,

et par conséquent, l’image par ¢ de tout sous-groupoide ensembliste de Aut(M*) est un sous-
groupoide ensembliste de Aut(M™).

On qualifiera la bijection ¢ de conjugaison sur Aut(M*). Elle dépend de I’application f et de son
inverse, et ne s’étend donc pas & Aut(M).

Cette application a été construite de facon a conjuguer, partout ol cela est possible!, les dy-
namiques Dyn(A(z)) et Dyn(B(z)) des systémes aux g¢-différences 0, X = AX et 0,X = BX.
Précisément, on a le résultat suivant :

Proposition 5.1.3. On a :
o [Dyn(A(z)) N Aut(M™)] = Dyn(B(z)) N Aut(M™*)

Démonstration. On vérifie que pour tout élément [(z, X) +— (¢*z, Ax(2)X)] de Dyn(A(z)) dont la
source et le but sont des points de M*, on a la relation

fol(z,X) = (¢" 2z Ap(2)X)] o f 7 = [(2,X) = (¢"2, F(¢"2) Ar(2)F(2) "' X))

Réciproquement, pour tout élément [(z, X) +— (¢*z, Br(2)X)] de Dyn(B(z)) dont la source et le
but sont des points de M*, on a la relation

o l(zX) = (d"2, Bu(2)X)] o f = [(2,X) = (¢"2, F(¢"2) ' By(2) F(2) X))
Le lemme 5.1.1 permet de conclure. ]

Une autre interprétation : un changement de coordonnées

Le systéme aux ¢-différences linéaire défini par la matrice B(z) € GL,(C(z)) s’obtient, a partir
du systéme 0, X = AX, par le changement de fonction inconnue Y = F(z)X.
Aussi, on considére sur M* = (P1C\ S(F)) x C" les coordonnées globales (z,Y’) définies par

(2,Y) = (2, F(2)X)

LOn rappelle que les éléments de la dynamique d’un systéme aux g-différences sont, par définition, des germes de
diffeomorphismes locaux (holomorphes) de M = P'C x C".
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Les expressions des éléments de Dyn(B(z)) N Aut(M*) a l'aide des coordonnées (z,Y) = (z, F(2)X)
sont :
(2,Y) = (¢"z, F(¢*2) ' Bi(2) F(2)Y)

ce qui s’écrit encore, d’apreés le lemme 5.1.1,

(2,Y) = (¢"2, Ak(2)Y)

5.1.3 Exemples
L’équation des constantes

Soit | € Z. L’équation z(qz) = ¢'x(2) est équivalente a I'équation des constantes z(gz) = z(2).
Une transformation de jauge de 1 vers ¢! est z'. Son lieu singulier est {0, 00} C P'C.
On peut vérifier que sur C* x C, on a [(z,z) — (z, 2'z)] o [(z, ) — (¢*z,2)] o [(2,2) — (2,27 x)] =
((22) = (%2, (¢°2)'=2)] = [(2,2) — (¢, g*a)],
ce que 'on note

[(z,2) = (2,2'x)] o Dyn(1) o [(2,2) = (2,2'2)] ™" = Dyn(q')

Les équations des caractéres

Plus généralement, on peut vérifier que deux équations de caractéres x(gz) = az(z) et x(qz) =
bx(z), d’exposants a,b € C*, sont conjuguées si et seulement s’il existe un entier | € Z tel que
b= aq'. Dans ce cas, une transformation de jauge de a vers b est encore z!.

On peut vérifier que sur C* x C, on a [(z,2) — (2, 2'z)]o[(2,2) + (¢Fz,d*x)]o[(2,2) — (2,272)] =
[(2,2) = (¢"z, (¢*2) a*272)] = [(2,2) = (¢"2, (ag') ")),
ce que l'on note

[(z,2) = (2, 2'z)] o Dyn(a) o [(z,2) = (2, 2'x)] "' = Dyn(b)

Le systéme du logarithme

Le systéeme du logarithme 0, X = LX, avec L = ( . ), est obtenu par vectorialisation de

'équation aux g-différences linéaire z(¢2) —2x(qz)+x(2) = 0, qui est une linéarisation de 1’équation
du logarithme x(gz) = x(z) + 1. La dynamique de ce systéme est, d’aprés I'exercice 2.2.5,

Dyn(L) = {(z. X) = (¢"= ( '1" 2% )X)}

A partir de ’équation du logarithme z(¢z) = z(2) + 1, on obtient également, en posant y = 1, le
systéme aux g-différences
{ opr=x+y
Oy =1y

qui s’écrit encore 0, X = UX, avec U = ( 3 ; ). La dynamique de ce systéme est

Dyn(U) = {(z.X) = (d"z (5 })X)}

Les matrices L et U sont conjuguées. On a L = PUP~!, avec P = ( 2 ) Aussi, les systémes aux

g-différences 0, X = LX et 0,X = UX sont équivalents, et la matrice P € GL2(C) C GL2(C(2))
est une transformation de jauge de U vers L. Le lieu singulier de P € GLy(C(z)) est S(P) = 0.
On peut vérifier que sur P'C x C?, on a [(z,X) — (2, PX)] o [(z,X) — (¢"2,U*X)] o [(2,X) +
(2, P1X)] = [(, X) > (¢*5, PUFP™'X)] = [(2, X) > (¢, [ X)),

ce que 'on note

(2, X) = (2, PX)] o Dyn(U) o [(2, X) v (2, PX)]"! = Dyn(L)
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5.2 Transport de la structure de D-groupoide sur M*

Dans cette partie, on va montrer que la conjugaison ¢ : Aut(M*) — Aut(M*) induit naturelle-
ment un comorphisme, dont la définition est & préciser, qui permet de transporter tout D-groupoide
défini sur M* = (P1C\ S(F)) x C".

5.2.1 Transport de la structure de groupoide d’ordre fini sur M*
Pour tout r € N, la conjugaison ¢ : Aut(M*) — Aut(M™*) induit une bijection

pr s [JE(ME M) — R (M, M)
Jalge = Gpay(Fogo f N rw =5 sw 0 da(@hbo (Ga(f) @)™

Les bijections ¢, : |JF(M*, M*)| — |J:(M*, M*)| proviennent de la conjugaison ¢ et commutent
donc aux projections |x [/« [ Jr (M*, M*)| — |J}(M*, M*)| données dans la définition 1.1.20. On
a |m[i o pryr = o o w7
Pour tout r € N, les images par les applications ¢, des coordonnées source et but d’un r-jet
sont

or(2,X,2,X) = (2,F(2)X,z,F(2)X)
En particulier, on a ¢g = f x f.
Ensuite, pour » > 1, les images par ¢, des coordonnées qui représentent les dérivées partielles
premiéres d’un r-jet sont données par

o = 1 0 2 2 1 0
(5 8 ) = (oo py ) (5 38 ) (o o)
S 55 ()X F(2) 5 5% 9 ()X F(2)
Plus généralement, les coordonnées qui représentent les dérivées partielles de I'image par ¢, d'un

r-jet de difféeomorphisme local de M™*, dépendent holomorphiquement des coordonnées source et but
du r-jet, et polynomialement des coordonnées qui représentent les dérivées partielles du r-jet.

On peut donc associer & ¢,., le comorphisme?

ers Opueary = (00O av)
E = E oy

Le faisceau (¢0)«O jx(ar+,n+) est U'image directe par I'homéomorphisme ¢o de (M *)2 (identifié &
|Jg (M, M*)|) du faisceau O s (pr« ar+)-

Le comorphisme ¥ est un isomorphisme de faisceaux de C-algébres sur (M*)?2. Précisons que pour
une équation E de Oy« (pr+ p+) définie sur un ouvert €2 de (M*)?, I'image ¢*E = E o ¢, est une
équation de O y«(pr+ ar+) sur Pouvert ¢ 1(Q), et donc une section de (€0)+O g (ar+ ) sur Pouvert
Q. On ne précisera plus par la suite les ouverts de définition des sections.

Propriété 5.2.1. Soit Z, un idéal cohérent de O j=par)- L'image o;Z, est un idéal cohérent de
(00)+Ogx(ar,01), €t par conséquent, limage directe (0o )s (P2T,) est un idéal cohérent de O = (M, M) -

Démonstration.
- Toute section F' de ¢!Z, s'écrit F' = ¢ H = H o p,, avec H une section de Z, (on ne précisera pas
les ouverts de définition des sections). Aussi, pour toute section E de (¢g)«O Jr(M*,M*), Ol &

EF =(BEogp, op)(How,)=(Eop,)YH)op, =¢i((Eop, ) H) € ¢},

20n attache & un morphisme la notation « étoile en haut : * » pour désigner un comorphisme associé, et la notation
« étoile en bas : . » pour désigner I'image directe d’un faisceau par ce morphisme.
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parce que Eo o ! = (pf)71E € O js(m=,m+) et H € I, qui est un idéal de O j«(az= pr+)-

- Le faisceau Z, est un idéal cohérent de O j«(ps+ pr+) done, par définition, pour tout point w € (M*)
il existe un voisinage ouvert Q de w dans (M*)?, un entier [ € N* et une suite exacte de faisceaux
de (OJ:(M*}M*))‘Q—mOduleS de la forme

2
)

l

(OJ;*(M*,M*))‘Q = (Zr)jg — 0

Aussi, en appliquant I'isomorphisme de faisceaux ¢, on obtient la suite exacte

l

()< Oz (a-01%)) )10 (PP T )1 — 0

ce qui suffit a prouver la cohérence de l'idéal ¢}Z, parce que (¢g) est un homéomorphisme de
(M*)2. O

L’isomorphisme ¢ préserve la structure de groupoide d’ordre r de J¥(M™*, M*). Précisément,
on a la :

Propriété 5.2.2. En reprenant les notations de la définition 1.2.22, les comorphismes qui défi-
nissent la structure de groupoide d’ordre v de J}(M*, M*) vérifient, avec les comorphismes f* et
wr, les relations de commutativité suivantes :

_(p’,*nos*:s*of*7

- roct =" o (iR, (M) Pr);

e =ctoy,

Cgroit =i oy,

et par conséquent, pour tout groupoide G, d’ordre r sur M™*, l’idéal cohérent (4,00_1)* (prG,) de
Ox(m,r) est un groupoide d’ordre v sur M™.

Démonstration. Les relations de commutativité sont des conséquences de la proposition 5.1.2.
Plus précisément, la premiére relation ¢* o s* = s* o f* correspond au diagramme commutatif
suivant :

Dans ce diagramme, tous les faisceaux sont définis sur M* et les morphismes sont des morphismes
de faisceaux de C-algébres sur M*.

Précisons le morphisme ¢}. Soit U un ouvert de M* et soit £ une section sur 'ouvert U du faisceau
$+Q x(ar,0r)- Par définition du faisceau image directe 5.0 jx(ar,1r), la section E est une équation de
O jx(m,r) définie sur l'ouvert U x M*. L'image par ¢; de la section E est I'équation E o, définie
sur Pouvert ()" H(U x M*) = f~YU) x f~Y(M*) = f~1(U) x M* = s~ 1(f~1(U)). C’est bien une
section sur I'ouvert U du faisceau s fO jx(amr,0r) = (QDO)*S*O(]:(M’M).

On pourrait préciser de méme les diagrammes commutatifs auxquels correspondent les autres rela-
tions de commutativité annoncées.

Grace aux diagrammes auxquels correspondent les relations de commutativité annoncées, on pour-
rait vérifier que I'idéal cohérent (¢ ')« (¢:G,) de O Jx(M, ) Vérifie les conditions (i), (i) et (iii) de
la définition 1.2.23. O
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5.2.2 Transport de la structure de D-groupoide sur M*

Proposition 5.2.3. Soit G un D-groupoide sur M*. Pour tout r € N, on note G, = GNO jx(ar+ prv)-
Alors, la limite inductive (py )« (¢*G) = lim (9o )s (92G,) est un D-groupoide sur M*.
De plus, on a dans Aut(M*) la conjugaison des groupoides ensemblistes de solutions suivante :

@ [sol (195 )« (¥7G))] = s0l(G)

Démonstration. Etant donné la propriété 5.2.2, il reste & montrer les trois points suivants :

- On montre d’abord que pour tout r € N, I'idéal ¢;G, de (¢0)+O.ys(pr+ p+) est réduit. Soient £
un germe de section de (¢0)«O = (ar+ p+y et [ € N* un entier tels que E' € ©*T,. Alors, il existe un
germe de section F de Z, tel que @*F = E' = (Eop o)l = (Eop oy, = i(Eop ) =
0x((@X)"'E)!. Aussi, comme le comorphisme ¢ est un isomorphisme, on a ((¢?)~'E) = F € 1,
qui est un idéal réduit, et donc (¢}) 'E € T, et donc E € ¢!Z,.

- On montre ensuite que I'idéal lim 7, de (00):O J+(M+,M+) est différentiel. Soit E' un germe de
section de Z et soit g un difféomorphisme local (formel) de M*. Alors, d’aprés la remarque 1.1.43,
on a (Dy,.¢"E).g = 5-(¢"E.9) = - (E(p0g)) = (Dy,.E).(p 0 g) = ¢*(Dy,.E).g.

- On montre enfin la conjugaison sur les solutions. Soit g : (M*,a) — (M™*, g(a)) une solution de
(py D, (¢*G). Le germe ¢(g) est un germe de diffeomorphisme local de M* de source f(a) et de but
f(g(a)). Soit donc E une équation d’ordre r de la fibre (G ) (f(a), f(g(a)))- Alors, E.p(g) = (Eopy).g =
(a.9(a))

inclusion. L’inclusion réciproque se prouve par des arguments similaires. O

0 car F o ¢, s’interpréte comme une équation de la fibre [(cpal)* (¢:Gr)] . Cela montre une

5.3 Conjugaison des D-groupoides de Galois de deux systémes aux
g-différences linéaires a coefficients constants équivalents

Les comorphismes ¢} permettent de transporter la structure de D-groupoide sur M*. Or, les D-
groupoides de Galois de systémes aux g-différences sont des D-groupoides définis sur M = P'C x C"»
tout entier.

Dans cette partie, on va montrer que dans le cas particulier de deux sytémes aux g-différences
linéaires a coefficients constants équivalents, pour lesquels le calcul explicite du D-groupoide de
Galois est possible, les comorphismes ¢} permettent de conjuguer les restrictions & M* de leurs
D-groupoides de Galois. Par conséquent, la conjugaison ¢ de leurs dynamiques, donnée par la
proposition 5.1.3, vaut encore pour les solutions de leurs D-groupoides de Galois.

5.3.1 Restriction des D-groupoides de Galois

On rappelle que I'on note Gal(A(z)) (resp. Gal(B(z))) le D-groupoide de Galois du systéme
aux ¢-différences 0, X = AX (resp. 0,X = BX). C'est, d’aprés la définition 2.3.1, le plus petit D-
groupoide sur M = PLC x C" contenant les éléments de la dynamique Dyn(A(z)) (resp. Dyn(B(z)))
parmi ses solutions (dans le sens de la définition 1.2.43).

Proposition 5.3.1. La restriction Gal(B(2))|+)2 de Uidéal Gal(B(z)) de O j«arary @ Uouvert
(M*)? est un D-groupoide sur M* contenant Dyn(B(z)) N Aut(M*) parmi ses solutions, et son
image (py 1)« (go*gal(B(z))KM*)z) est un D-groupoide sur M* contenant Dyn(A(z)) N Aut(M™)
parmi ses solutions.

Démonstration. L'idéal Gal(B(z)) de O j«(ps,ar) est un D-groupoide sur M. On vérifie facilement, en
reprenant la définition 1.2.35 de D-groupoide, que la restriction Gal(B(2))|as+)2 est un D-groupoide
sur M* contenant Dyn(B(z)) parmi ses solutions.

D’aprés la propriété 5.2.3 précédente, 'image ((pgl)* (cp*gal(B(z))KM*)z) est encore un D-groupoide
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sur M*.

De plus, pour g un élément de Dyn(A(z))NAut(M*) et F une équation d’ordre r de Gal(B(2))|(ar+)2,
on a, (piF).g = (Fog,).g = F.(p(g)) = 0 parce que, d’aprés la proposition 5.1.3, le germe de
difféomorphisme local ¢(g) est un élément de Dyn(B(z)) N Aut(M*). O

Néanmoins, cela ne prouve pas que (¢g ')« (gp*gal(B(z))K M*)2) est la restriction du D-groupoide
de Galois Gal(A(z)) al'ouvert (M*)?2. Cette proposition ne permet donc pas a elle seule de comparer,
méme en restriction a (M*)2, les D-groupoides de Galois Gal(A(z)) et Gal(B(z)), et par conséquent,
leurs solutions respectives.

5.3.2 Conjugaison des D-groupoides de Galois de deux systémes aux ¢-différences
linéaires a coefficients constants équivalents

On suppose maintenant, et pour cette partie seulement, que les systémes aux g-différences 04 X =
AX et 0,X = BX sont a coefficients constants. On note donc A, B € GL,(C) les matrices qui les
définissent. On note encore F(z) € GL,(C(z)) une transformation de jauge rationnelle de A vers
B, et T'on reprend, avec les mémes notations, les définitions données dans les parties 5.1 et 5.2
précédentes.

Proposition 5.3.2. Le plus petit D-groupoide sur M*, dans le sens de la définition 1.2.43, conte-
nant Dyn(A)NAut(M*) (resp. Dyn(B)NAut(M*)) parmi ses solutions est la restriction Gal(A)|(ar+)2

(resp. Gal(B)|(ar+)2)-

Démonstration. On reprend les notations introduites dans le théoréme 4.2.7. On peut vérifier, par
un calcul similaire & celui mené dans la preuve du théoréme 4.2.7, que le plus petit D-groupoide
sur M* contenant Dyn(A) N Aut(M™) parmi ses solutions est le D-groupoide sur M* engendré, au
sens du théoréme 1.2.38, par le groupoide d’ordre 2 :
0z 9z _ o, 0X 0X -
(G(A)2) 2102 = <ax’ 9.7~ B0E axX - X0 XvT(I(J))> C Oz )

D’aprés la proposition 5.3.1 précédente, la restriction Gal(A)|(pr+)2 est un D-groupoide sur M™ conte-
nant Dyn(A) N Aut(M*) parmi ses solutions. Le D-groupoide sur M* engendré par (G(A)2)|p+)2
est donc un majorant, dans le sens de la définition 1.2.43, de la restriction Gal(A)|(pz+)2-
Réciproquement, le D-groupoide Gal(A) contient les équations de G(A)2, et larestriction Gal(A)|(ps+)2
contient donc les équations de (G(A)2)|(ps+)2- La restriction Gal(A)|(ar+)2 est un idéal différentiel ré-
duit, et contient donc le D-groupoide engendré par (G (A)2)| (M*)2- O

Proposition 5.3.3. On a :

et par conséquent,

@ [sol(Gal(A)) N Aut(M*)] = sol(Gal(B)) N Aut(M™)

Démonstration. D’aprés la proposition 5.3.2, le D-groupoide gal(A)‘(M*)z est le plus petit D-
groupoide, dans le sens de la définition 1.2.43, contenant Dyn(A) N Aut(M™*) parmi ses solutions.
D’autre part, d’aprés la proposition 5.3.1, le D-groupoide (gpal)* (go*gal(B)KM*)z) sur M* contient
Dyn(A) N Aut(M*) parmi ses solutions. Le D-groupoide (¢g ')« (go*gal(B)‘(M*)z) est donc un ma-
jorant, dans le sens de la définition 1.2.43, du D-groupoide gal(A)|( a+y2- On a donc I'inclusion
d’idéaux de O j«(pr+ pr+) suivante :

((pal)* ((p*gal(B)|(M*)2) C (]al(A)KM*)z
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De méme, on a l'inclusion suivante :

(20)+ ((¢71)*Gal(A) (ar+y2) C Gal(B)|(ar+y2
et donc I’égalité annoncée. O

D’aprés le lemme 2.1.3.2 de [?], p. 17, une transformation de jauge rationnelle entre deux systémes
aux g-différences linéaires a coefficients constants est nécessairement un polyndéme de Laurent. Aussi,
le lieu singulier de la transformation de jauge F(z) de A vers B est contenu dans {0,00}. On a donc
nécessairement C* x C™ C M*, et donc :

Théoréme 5.3.4. On a :

(00 ")« (¢*Gal(B)|(crxeny2) = Gal(A)|cxxeny2

et par conséquent,

@ [sol(Gal(A)) N Aut(C* x C")] = sol(Gal(B)) N Aut(C* x C")

5.3.3 Exemples
L’équation des constantes

Soit I € Z. Les solutions du D-groupoide de Galois Gal(q') de I’équation z(qz) = ¢'z(z) sont
les germes de difféomorphismes locaux de la forme (z,z) — (az,alx), avec a € C*. Les solutions
du D-groupoide de Galois Gal(1) de I’équation des constantes z(gz) = z(z) sont les germes de
difféeomorphismes locaux de la forme (z,z) — (az,x), avec a € C*.

Une transformation de jauge de 1 vers ¢! est z!. Son lieu singulier est {0, 00} C P'C.

On peut vérifier que sur C* x C, on a [(z,7) — (2,2'2)] 0 [(2,2) — (az,z)] o [(2,7) = (2,27 'z)] =
[(2,7) — (az, (a2)27l2)] = [(2,2) — (az,al)],

ce que l'on note

[(z,2) — (z, zlx)] osol(Gal(1) o [(z,z) — (=, zlac)]_l = sol(gal(ql)

Les équations des caractéres

Plus généralement, pour deux équations de caractéres équivalentes d’exposants a,b € C* tels
que b = ¢'a, avec | € Z, on peut vérifier, en distinguant selon que a € poog” ou que a & pog”, que
lon a

[(z,2) — (2, 22)] 0 sol(Gal(a) o [(z,z) — (z,2'x)] "t = sol(Gal(b)

Le systéme du logarithme

Les solutions du D-groupoide de Galois du systéme du logarithme o, X = LX, avec L =
( . ), sont les germes de difféomorphismes locaux de la forme de P'C x C? de la forme
(2, X) — (az,( ey )X), avec a € C*, g € C.
Les solutions du D-groupoide de Galois du systéme du logarithme o0, X = UX, avec U = ( 0 ,
sont les germes de diffSomorphismes locaux de la forme de P'C x C? de la forme (z,X)
(az,( o 7)X), aveca € C*, € C.
Une transformation de jauge de U vers L est P, avec P = ( - ) Son lieu singulier est S(P) =
On peut vérifier que sur P1C x C?, on a [(z, X) + (z, PX)]O[(Z,X) (az, (o §)X)]o[(z,X)
(2, P7LX)] = [(5,X) = (a2, P (& §) PLX)] = [(2, X) = (az, (57 7, ) X))
ce que l'on note

(2, X) = (2, PX)] 0 Gal(U) o [(2, X) = (2, PX)] ™" = Gal(L)
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5.4 Un D-groupoide de Galois local pour les systémes aux g-différences
fuchsiens

Dans cette derniére partie, on définit un D-groupoide de Galois local pour les systémes aux
g-différences fuchsiens.

La premiére définition que ’on donne repose sur le théoréme 5.3.4, qui établit une conjugai-
son entre les D-groupoides de Galois de deux systémes aux g¢-différences linéaires & coefficients
constants équivalents. Cette définition est comparable a la définition de [?] d’un groupe de Ga-
lois local pour les systémes aux g-différences fuchsiens par ses différentes réalisations. Elle permet
de retrouver, en considérant les solutions qui fixent les transversales, le groupe de Galois du systéme.

Ensuite, on va donner une définition plus naturelle d’'un D-groupoide de Galois local pour
les systémes aux g-différences fuchsiens. On définit le D-groupoide de Galois local d’un systéme
aux g¢-différences fuchsien comme le plus petit D-groupoide sur C x C" contenant les éléments de la
dynamique du systéme parmi ses solutions. La justification de cette définition, et sa compatibilité
avec la premiére définition que ’on donne, repose sur un résultat encore conjectural. On ’énoncera.
Ce résultat permettrait aussi de retrouver, parmi les solutions qui fixent les transversales du D-
groupoide de Galois global d’un systéme aux g-différences fuchsien en 0 et en oo, une partie dense
du groupe de Galois.

5.4.1 Le groupe de Galois local d’un systéme aux ¢-différences fuchsien

Dans cette partie, on commence par rappeler la définition de [?], 2, du groupe de Galois d’un
systéme aux g-différences fuchsien.
On expliquera ensuite en quoi est-ce que le théoréme 5.3.4 permet de définir un D-groupoide de
Galois local pour un systéme aux ¢-différences fuchsien, qui redonne, en considérant les solutions
qui fixent les transversales, le groupe de Galois local du systéme.

Le groupe de Galois local d’un systéme aux ¢-différences fuchsien

Etant donné la définition 2.1.4 et la remarque 2.1.5, on peut dire qu’un systéme aux ¢-différences
linéaire rationnel 0, X = AX, défini par une matrice A(z) € GL,(C(2)), est fuchsien en 0 s'il existe
une matrice constante A®) € GL,(C), et une transformation de jauge locale F(*)(z) € GL, (M(C))
de A(z) vers A telles que

A0 — (aqF(O))A(F(O))*l

Cela justifie la définition ci-dessous de la catégorie des systémes aux g¢-différences fuchsiens en 0.

Définition 5.4.1. On note 5}0) la catégorie dont les objets sont les couples (C™, A(z)) constitués
d’un C-espace vectoriel C" de dimension n € N* et d’une matrice A(z) € GL,(C(z)) qui définit un
systeme aux q-différences fuchsien en 0, et dont les morphismes d’un objet (C", A(z)) vers un objet
(CP, B(z)) sont les matrices F(z) € My, (M(C)) telles que BF(qz) = F(z)A dans M, ,(M(C)).

Cette catégorie contient, comme sous-catégorie essentielle pleine, la catégorie tannakienne neutre
sur C notée P, définie dans la partie 4.3.2, des systémes aux g¢-différences linéaires a coefficients
constants.

Cette équivalence de catégories permet de définir le groupe de Galois local d’un systéme aux g¢-
différences fuchsien en donnant ses différentes réalisations, & savoir les groupes de Galois des systémes
aux g¢-différences linéaires & coefficients constants qui lui sont localement équivalents.

Définition 5.4.2. Soit 0,X = AX, avec A(z) € GL,(C(2)), un systéme auz q-différences fuchsien
en 0. Une réalisation du groupe de Galois local de ce systeme, noté Gal® (A), est le groupe de Galois
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Gal(A(O)) d’un systeme aux q-différences 04X = AOVX linéaire o coefficients constants qui lui est
localement équivalent.

Propriété 5.4.3. Soient 0, X = AX et 0,X = BX, avec A,B € GL,(C), deuzx systémes auz
q-différences linéaires a coefficients constants. Soit F(z) € GLy(Clz,27Y]) une transformation de
jauge rationnelle de A vers B. Alors, pour tout zo € C*, on a la conjugaison des groupes de Galois
sutvante :

F(2)Gal(A)F(%) ! = Gal(B)

Démonstration. Soit zg € C*. On consideére la catégorie tannakienne neutre sur C des systémes aux
g-différences linéaires a coefficients constants munie du foncteur fibre w,,. On considére (v, A) un
élément du groupe de Galois Gal (donné par la définition 4.3.18) de la catégorie P. Cet élément défi-
nit un automorphisme tensoriel @, 5y € Aut®(w,,). D’aprés la définition 4.3.16, on a le diagramme
commutatif suivant :

YA

[} A
Wy (C, 4) 2oV,

Wz (F(z))l lwzo (F(2))

Q.2 (B)
—_—

W (C™, A)

w4, (C", B) Wz (C™, B)

qui se traduit par la relation :
F(z0)7(As) A} = v(B) B)F (20)
et entraine la conjugaison suivante des groupes de Galois :
F(2)Gal(A)F(z) "' = Gal(B)
O]

Soit 04X = AX, avec A(z) € GL,(C(z)), un systéme aux g¢-différences fuchsien en 0. La pro-
priété 5.4.3 précédente, qui est une conséquence directe de la définition du groupe de Galois d’un
systéme aux g-différences linéaire & coefficients constants, assure que les différentes réalisations du
groupe de Galois local Gall®)(A) du systéme 04X = AX sont conjuguées.

En effet, soient deux matrices Ago), Aéo) € GL,(C) qui définissent des systémes aux g-différences
linéaires & coefficients constants localement équivalents en 0 au systéme 0, X = AX.

On considére respectivement deux transformations de jauge Fl(o) (2), FQ(O)(Z) € GL,(M(C)) de A(2)
vers respectivement Ago) et Agj). On peut vérifier que la matrice F'(z) = Fz(o)(z)Fl(O) (2)7! est une

transformation de jauge rationnelle de Ago) vers Ago).

0
A0

Fl“’y

TN 3
Ay
Alors, d’aprés la propriété 5.4.3 précédente, pour tout zy € C*, on a la conjugaison
F(20)Gal(A{)F(z9) ! = Gal(AY)

Les différentes réalisations du groupe de Galois local d’un systéme aux g-différences fuchsien sont
donc conjuguées.
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Un D-groupoide de Galois local pour un systéme aux ¢g-différences fuchsien

De la méme fagon que l'on définit, en donnant ses différentes réalisations, le groupe de Galois
local d’un systéme aux g-différences fuchsien, on peut définir le D-groupoide de Galois local d’un
systéme aux g-différences fuchsien.

Définition 5.4.4. Soit 0,X = AX, avec A(z) € GL,(C(2)), un systéme auz q-différences fuchsien
en 0. Une réalisation du D-groupoide de Galois local de ce systéme est le D-groupoide de Galois
gal(A(O)) d’un systéme auxr g-différences 0, X = AOX linéaire o coefficients constants qui lui est
localement équivalent.

D’aprés le théoréme 5.3.4, les différentes réalisations du D-groupoide de Galois local sont conjuguées.
Soit 0, X = AX, avec A(z) € GL,(C(z)), un systéme aux g-différences fuchsien en 0, et 'on

reprend les notations de la fin de la partie précédente.
D’apreés le théoréme 5.3.4, on a sur C* x C™ :

(2, X) = (2, F(2)X)] 0 s0l(Gal(A”)) o [(2, X) = (2, F(2)X)] ™" = sol(Gal(A))
En considérant les solutions qui fixent les transversales, on a
(2:X) = (2. F(2)X)] o sol(Gal(4)") o [(z, X) = (2. F(2)X)] " = sol(Gal(A3")
et I'on retrouve donc, en utilisant le théoréme 4.4.1, que pour tout zg € C*,
F(20)Gal(AYF(20) " = Gal(AD)

Proposition 5.4.5. Les différentes réalisations du D-groupoide de Galois local d’un systéeme aux q-
différences fuchsien redonnent, en considérant les solutions qui fixent les transversales, les différentes
réalisations du groupe de Galois local du systéme.

5.4.2 Un D-groupoide de Galois local explicite pour un systéme aux ¢-différences
fuchsien

Dans cette partie, on définit un D-groupoide de Galois local explicite pour les systémes aux
g-différences fuchsiens. On énoncera la conjecture qui justifie complétement cette définition, ainsi
que ses conséquences.

Un D-groupoide de Galois local explicite pour un systéme aux g-différences fuchsien

Définition 5.4.6. On appellera D-groupoide de Galois local en 0 d’un systéme aux q-différences
04X = AX, avec A(z) € GL,(C(z)), fuchsien en 0, la D-enveloppe sur C x C", dans le sens de la
définition 1.2.43, de la restriction Dyn(A) N Aut(C x C") de la dynamique du systéeme a C x C".
C’est encore, dans le sens de la définition 1.2.43, le plus petit D-groupoide sur C x C" contenant
Dyn(A) N Aut(C x C™) parmi ses solutions.

On notera gal(o)(A) Vidéal de O y«(cxcn cxcn) qui le définit.

Proposition 5.4.7. Pour un systéme aux g-différences 0, X = AX, avec A(z) € GL,(C(2)),
fuchsien en 0, le D-groupoide de Galois local peut étre considéré comme un D-sous-groupoide, dans
le sens de la définition 1.2.43, du D-groupoide de Galois global. Plus précisément, on a les inclusions :

Gal(A) cxen C GalV(A)
et
sol(GalV)(A)) C sol(Gal(A))
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Démonstration. Le D-groupoide Gal(A)|cxcn est un D-groupoide sur C x C" contenant Dyn(A) N
Aut(C x C™) parmi ses solutions. D’autre part, le D-groupoide gal(o)(A) est le plus petit D-
groupoide sur C x C™ contenant Dyn(A) N Aut(C x C™) parmi ses solutions. Aussi, d’aprés la
définition 1.2.43, le D-groupoide Gall®)(A) est un D-sous-groupoide du D-groupoide Gal (A)cxen-

[

La définition 5.4.6 est complétement justifiée dans le cas constant par la proposition 5.4.8 et le
corollaire 5.4.9 ci-dessous.

Proposition 5.4.8. Le D-groupoide de Galois local d’un systéme auz q-différences linéaire & coef-
ficients constants 0,X = AX, avec A € GL,(C), est

Gal® (A) = Gal(A)|cxcny
Démonstration. La preuve est similaire & la preuve de la proposition 5.3.2. ]

Corollaire 5.4.9. Pour un systéme auz gq-différences linéaire & coefficients constants, les deux
définitions 5.4.4 et 5.4.6 de D-groupoide de Galois local sont compatibles, et les solutions du D-
groupoide de Galois local Gal(®) (A) qui fizent les transversales redonnent le groupe de Galois local
du systeme.

Démonstration. La compatibilité entre les deux définitions est assurée par la proposition 5.4.8 ci-
dessus et la propriété 5.4.3.

La proposition 5.4.8 ci-dessus et le théoréme 4.4.2 assurent que les solutions du D-groupoide de
Galois local qui fixent les transversales redonnent le groupe de Galois local du systéme. O

Conjecture

On considére 0, X = AX, avec A(z) € GL,(C(z)), un systéme aux g-différences fuchsien en 0.
On considére une matrice A € GL,(C) qui définit un systéme aux g-différences linéaire a coeffi-
cients constants localement équivalent en 0 au systéme o, X = AX, et une transformation de jauge
FO)(2) € GL,(M(T)) de A(z) vers A©),

De facon analogue a ce qui a été défini dans les parties 5.1 et 5.2, on note M = C x C*, M* =
(C\ S(F®)) x C". On note S(F©) le lieu singulier de la matrice F()(2), c’est-a-dire le sous-
ensemble discret de C formé des poles de F(O)(z) et des poles de F©)(z)~1,

On note f© le diffeomorphisme (holomorphe global) de M* défini par (z, X) — (2, F(O(2)X).
On note @ Pautomorphisme du groupoide Aut(M*) défini par g +— f@ogo (f(o))*1 et qui
conjugue les dynamiques :

o O[Dyn(A(z)) N Aut(M*)] = Dyn(AQ) N Aut(M*)
On propose la :

Conjecture 5.4.10. On a :
()55 () Gal @A) 4122 ) = Gal O (A) (ar-2
et par conséquent,
0O [soz(gaz<0>(A)) N Aut(M*)} = s0l(Gal® (A®)) N Aut(M*)
Cette conjecture est, dans un cadre local, une généralisation du théoréme 5.3.4.
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Démonstration incompléte. De fagon analogue & la preuve de la proposition 5.3.2, on arrive & mon-
trer une inclusion dans chacune de ces deux égalités. En effet, I'image

()0)+ (£ @) Gal® (A) oz

est un D-groupoide sur M* contenant Dyn(A©) N Aut(M*) parmi ses solutions. D’autre part, on
peut vérifier que le D-groupoide
Qal(o) (A(O) ) | (M*)2

est le plus petit D-groupoide sur M*, dans le sens de la définition 1.2.43, qui contient Dyn(A(O)) N
Aut(M*) parmi ses solutions. Aussi, on a les inclusions :

(o). ((((p(o))—1)*gal(0)(A)|(M*)2) C gal(O)(A(O))I(M*)z

ce qui est équivalent & :

Gal® (M) < (F)7Hs () GalO(AO) 412 )

et donc :
(s0L(Gal® (AY)) N Aut(M*)) c o {sol(Gal(o)(A)) N Aut(M*)]

La preuve de ces inclusions utilise de fagon cruciale le fait que l'on sait calculer explicitement le
D-groupoide de Galois local Gal(®)(A(?)), et ainsi obtenir une condition de minimalité sur :

Qal(o) (A(O))KM*)Q

Réciproquement, on ne sait pas obtenir de condition de minimalité sur le D-groupoide

(5. (¢ Gal O (A0 411

et donc le comparer au plus petit D-groupoide sur M* contenant Dyn(A) N Aut(M*) parmi ses
solutions. O
Conséquences de la conjecture

La véracité de cette conjecture permettrait d’obtenir les résultats qui suivent.

Le corollaire qui suit assure la compatibilité entre les deux définitions proposées pour le D-groupoide
de Galois local d’un systéme aux g-différences fuchsien.

Corollaire 5.4.11. Pour un systéme aux q-différences 04X = AX, avec A(z) € GL,(C(z)), fuch-
sien en 0, les définitions 5.4.4 et 5.4.6 de D-groupoide de Galois local sont compatibles.

Démonstration. La compatibilité entre les deux définitions est assurée par la conjecture 5.4.10 et la
définition 5.4.2 du groupe de Galois local d’un systéme aux ¢-différences fuchsien. O

La proposition qui suit assure que le D-groupoide de Galois local d’un systéme aux g¢-différences
fuchsien redonne, en considérant les évaluations des solutions qui fixent les transversales, un groupe
conjugué au groupe de Galois du systéme.

Proposition 5.4.12. Les solutions de la restriction Gal(®) (A)|(ar+y2 du D-groupoide de Galois local
du systeme 0, X = AX, sont les germes de difféomorphismes locauzx de M* de la forme

(2, X) = (v(q)2, FO(v() )y (AD ) (AP FO ()1 X))
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pour tout (y,\) € Z9.
Aussi, pour tout zg € M*, ’évaluation au point zg du groupe de solutions au-dessus de zg donne le
groupe

FO (20)Gal® (A FO) ()~

qui est conjugué o la réalisation Gal®©)(A©) du groupe de Galois local Gall®)(A) du systeme.

Démonstration. La forme des solutions vient du calcul explicite de la conjugaison des solutions des
D-groupoides de Galois locaux Gal(®)(A) et Gal® (A®)) donnée par la conjecture 5.4.10. Le résultat
qui suit est obtenu par évaluation au point zy des solutions qui fixent les transversales. O

Vers un théoréme de densité

Le résultat ci-dessous repose lui aussi sur la conjecture 5.4.10. Il permet de retrouver, parmi les so-
lutions qui fixent les transversales du D-groupoide de Galois global d’un systéme aux g-différences
fuchsien en 0 et oo, une partie dense du groupe de Galois. Il constitue donc une premiére étape
vers un analogue du théoréme de densité de type Schlesinger obtenu par Sauloy dans |?], 3.1.2.3. et
énoncé dans l'introduction de cette thése.

On considére 0,X = AX, avec A(z) € GL,(C(z)), un systéme aux g-différences fuchsien en 0
et en co. On note S(A) son lieu singulier, c¢’est-a-dire 'ensemble formé des poles de A(z) et des
poles de A(z)~L.

On considére respectivement deux matrices A, A() ¢ GL,(C) qui définissent des systémes aux
g-différences linéaires a coefficients constants localement équivalents au systéme o, X = AX en res-
pectivement 0 et oo. On note respectivement F(©) € GL,(M(C)) et F(*) € GL,(M(Cy)) deux
transformations de jauge respectivement de A(z) vers A et de A(z) vers A(>),

L’union des lieux singuliers des matrices F(0)(z) et F(°°)(2) est contenu dans {0} U {oc} U ¢%S(A).
On note M* = C*\ ¢2S(A).

Proposition 5.4.13. Les solutions de la restriction Gal(A)|p+y2 du D-groupoide de Galois (glo-
bal) du systeme o, X = AX qui fizent les transversales de PIC x C" contiennent les germes de
difféomorphismes locaux de M* de la forme

(X0 (2P [A)AEP] T FRG@ 0@ AP ADP] PO )

pour tout (y,\) € Z9.
Aussi, pour tout zg € M*, I’évaluation au point zg du groupe de solutions au-dessus de zg donne le
groupe

U F©) (20)Gal®) (AP (21, 20) F) (1) L FO (21)Gal® (A©) (29, 21) FO (z0) 7
z21EM*

qui est conjugué a la partie Zariski-dense

U FOz0) P (20)Gal ™) (A) (21, 20) F ) (20) ' FO(21) Gal ) (AD) (20, 21)
z1€EM*

d’une réalisation du groupe de Galois global Gal(A) du systéme 0,X = AX défini dans [?], 3.

Démonstration. D’apreés la proposition 5.4.7, les solutions des D-groupoides de Galois locaux

Gal® (A) et Gal>®)(A) du systéme fuchsien 0,X = AX sont des solutions du D-groupoide de
Galois global Gal(A). Leurs descriptions découlent de la conjecture 5.4.10 et sont rappelées dans
la proposition 5.4.12. De plus, comme sol(Gal(A)) est un groupoide ensembliste, elles peuvent étre
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composées pour donner encore une solution du D-groupoide de Galois global Gal(A) du systéme.
Pour obtenir le résultat de la proposition on conjugue

(2, X) = (7(0) 2, FO (1) )7 (A (AP FO ()71 X)

et I'inverse de

(2,X) = (1(@)z, F) (4()2)y (AL (AP F ) ()7 X)

données par un méme élément (v, \) € Z4%9.
Le théoréme 3.1.2.3. de [?] assure que le groupe

U FO0) P (20)Gal ™) (A) (21, 20) F ) (20) ' FO(21) Gal ) (AD) (20, 21)
z1€EM*

est une partie Zariski-dense du groupe de Galois Gal(A) du systéme 0, X = AX. O]

Aussi, le D-groupoide de Galois d’un systéme aux ¢-différences fuchsien en 0 et co donne, en évaluant
les solutions qui fixent les transversales, un partie Zariski-dense du groupe de Galois.
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TITRE DE LA THESE EN ANGLAIS : A Galois D-groupoid for ¢-difference equations

RESUME DE LA THESE EN ANGLALIS :

The subject of the thesis is to define a Galois D-groupoid for g-difference equations, and to
legitimate this definition comparing what is obtained in the linear case with the usual Galois
group. We first recall and illustrate the notion of Malgrange’s D-groupoid, and we define the
Galois D-groupoid of a g¢-difference system as the D-envelope of the dynamics. We get an upper
bound for the Galois D-groupoid of a linear g-difference system, and we describe some transversal
groups which are the candidates to give the usual Galois group. We compute the Galois
D-groupoid of a constant linear g-difference system, and we show that in this case the transversal
groups correspond to the Galois group. We establish a correspondence between the Galois
D-groupoids of two equivalent constant linear g-difference systems, and we define a local Galois
D-groupoid for Fuchsian g¢-difference systems.
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